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1. E.E, Kummer, sur quelques transformations gendrales des intdgrales dEfinies. 1 


1. 


Sur quelques transformations gencrales des integrales 
definies. 
(Par E. E, Kummer, Dr. phil. a Liegnitz en Silesie,) 





En m’occupant d’une question concernant le calcul des differentielles ü 
indices quelconques, que Mr. Liouville a propose dans ce journal et dans 
celui de l’Ecole polytechnique, j’ai trouv& quelques formules generales re- 
latives ü la transformation des integrales definies, que je vais exposer aux 
geometres. Voici la premiere de ces formules 


+47 an . ‚ \ 
S D(x.2cosv.e).e”.dv = sinne / (d— vu”""dlzu) du, 
“o 


—ir 
dans laquelle © designe la quantit@ imaginaire Y—1, e le nombre dont le 


logarithme naturel est egal ä lunit@ et D(x) une fonction arbitraire, sou- 
mise «a une condition, qui sera Enoncee plus bas, Pour la d@montrer je 
me sers du theoreme de Taylor 


Pate) = Pet a 1 De Ir 


je prendg a = — re”, ce qui donne +u= x.2cosv.e” et par con- 





sequent 
u zer dp) ar et! dep(x) 
Dlw.2oosn.en) = da) Ze de) ee oe) _ 


Multipliant par e”"dv et ke entre les limits v= —I4z et v=-+!r, 
on a 


["o (x.2C08V .e“) ‚ei, dv = sinnT (er ___edp(x) EN x? d’p(x) 
« i n \ 











1(nZ-1)dx ' 1.2,(n+2) da? 


—tT 
De meme, faisant e=—xw, ona 


Dazu) = 


d’ou en multipliant par «dw et int&grant entre les limites » = 0 et 
w =1, on trouve la m@me serie exprimee par cette autre int@grale 


n-1 p(&) x dy(x) x? d’ (x) 
A P@—-zW)du=T, u rinnen 77 iu 


Les deux expressions de cette serie que nous venons de trouver, etant 


egalees entre elles, donnent l’&quation 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XX. Hft. 1. 1 
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+37 Di R 1 
/ D(x.2cosv.e").e”".dv — sin nr [ vw" D(z—xuw)dw, 
‘ D) 


—4ınt 
qui se r&duit ä la forme proposde par la substitution w=1—u. La de- 
monstration que nous venons de donner est tr&s generale, mais elle sup- 
pose que la serie par laquelle nous avons exprim& ces deux integrales, savoir 

y(e)  _ dp) + x? d?”p(x) 
n 1.(n+1)dx ! 1.2,(n+2)ax: 
o ’ . , . “ ” . 
ait une valeur definie, ou quelle soit convergente. Si Fon vouloit appli- 
\ 4 5 * . 

quer cette formule a d’autres fonctions P(x), qui ne satisfont pas ä la 
condition susdite, on pourroit facilement tomber en erreur. 

Maintenant ayant demontre la formule generale, nous allons en de- 
duire quelques cas partieuliers. Soit par exemple P(x)= x”, nous aurons 

” ’ “ » - u ’ 

apres avoir chasse les imaginaires et divise par x” 


h \ 
2. 2f "(2 cosv)” cos(m-+-?In)v.dv = sinne [ u" l— u)" du. 
“ 0 











L’une de ces integrales est bien connue sous le nom d’integrale Eulerienne de 
la premiere espece; elle s’exprime par les fonctions T' de la maniere suivante: 


[ wa—uydu — I (m-+1)T (n) 





I(m-+-n-+1) 
de lüä on aura aussi l’expression en fonctions Gamma de V’autre integrale 
/ ge (2cose)"cos(m -?n)vdv = Ba Er Er Er 
x) 





2I(m+tn+i1) 

qui s’accorde @galement avec un r@sultat connu. Si au contraire on verifie 
l’&quation (2.) au moyen des expressions connues en fonctions Gamma, 
de ces integrales, on en pourra deduire une nouvelle d&monstration de 
la transformation generale, au cas ou la fonction P(x) soit developpable 
en serie ordonne@e suivant les puissances positives de x. En eflet, si on 
developpe la fonction D(x) dans les deux membres de l’equation (1.) et 
qu’on integre separement les termes de ces developpements, on trouvye 
au moyen de la formule (2.) que les termes correspondans de part et 
d’autre sont Eegaux. 

Pour donner un autre exemple de la formule generale, prenons 


/ Ds cos(2V x), y . | . | id ti 
O2) = 7, nous aurons apres quelques simples reductions 





dv 


art —2sinkv, Vv (2x cos v) (2 ’ )) ) ) 1‘ 
‘ .cos| 2cos4v.y (2xcosv 2n—+*)v ) ———— 
= / e 2 v( c + ( 2 ) V(2 cos v) 


—ärt 


1 
= sınn af ur t— u)" cos(?y(zu)).du. 
0 
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Les deux integrales, dont la relation est exprimde dans cette &quation, 
sont r&marquables en ce qu’etant developpdes en series ordonndes suivant 
les puissances entieres positives de x, elles produisent l’une et l’autre 
une serie connue, car on trouve 


dv 


+47 T uinessuahateane 
4. JS. .c08 (2cos}r. v(2xcosv)+-(2n—1})ı o) Fa 


sinne I (} Bl 1 ys IE | 
I(n+3) Im ) 1.2.49) 08 
Voilä la serie dont j’ai cherch@ autrefois la somme dans un me&moire de 
ce journal Tome XII. page 145, pour exprimer l’integrale de l’&quation 
de Riccati par des integrales definies. Cette nouvelle expression, quoique 
un peu plus compliquee, a l’avantage de convenir @galement ü toutes les 
valeurs positives ou negatives de la quantite n. Si n est un nombre en- 
tier positif, cette integrale est egale ä zero: il faut alors diviser par sinn 
et determiner d’apres les regles connues la veritable valeur de la premiere 


„2 


partie, qui devient $. Faisant n=0, =, on trouve la valeurs tres 


— 
— 








simple de l’integrale 


+ır —zsin $u Y(2cos v) ( }e) dv 
. COS 5 2c08V 2 
J e cos| zc0s4v. y(2cosv) — Yeası) > 7 cos 
17T 





Considerons encore le cas particulier de la formule generale, qu’on 
1 


obtient en prenant P(x)=x”.e *. Apres avoir fait disparaitre les ima- 
einaires, on a dans ce cas 


- ei „ fang v 
2e = [ (2cosv)' cos ( 
“y 


N Li: 
= sinn u” 1—u)",e “"du. 
o 





(m-+- 2n) v) dv 


„BL 1 PRO Zu 1 
Faisant u = I; m=ß—1l, n=a—Bß etchangeant x en Z—,; on ra- 





menera cette formule ä la forme plus commode 


5. 2er” Qeosoy-"(datango+(a+B—1)r) de 


V 





= ur FE, 


Cest la m&me relation que j’ai trouvee par une methode tres differente 
dans un me&moire de ce journal (T. 17. p. 286), ayant pour titre: „De 


integralibus quibusdam definitis et seriebus infinitis.” On y trouve aussi les 
ij “ 
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developpements en series infinies, et plusieurs cas particuliers de ces in- 
tegrales. 

Examinons maintenant le cas de la formule (1.) oun=%k est 
un nombre entier positif. Dans ce cas le facteur sinkz de l’integrale 


1 ’ x ’ . 
/ (d—u)""O(zu)du est Egal ü zero, et par consequent toutes les fois 
ut 


que cette int@grale a une valeur finie, on aura 
Hola. cosv.e).ehi,dv — 0, 
dr 
k &tant un nombre entier positif. Alors divisant l’&quation (1.) par sinn, 
et d@terminant la valeur de la premiere partie, qui devient $ pour n=k= 
un entier positif, on obtient 


Vicosky +47 . we 2 
6. zen Olx.2 cosv.e") ee", v.dv = F d— WW" Olx u) du. 
L 


19) 


——}7 
3 


m: 
L'integrale F (t—u)"®(xzu) du sert, comme on sait, ü exprimer 


0 
les integrations repetees d’une fonction quelconque P(x), par une integrale 
definie; on pourra done pour cela, quand on le jugera convenable, se 
servir aussi de lintegrale transformee, contenue dans l’equation (6.). Le 
cas ou l’on a k=1 merite une attention particuliere. Dans ce cas on a 


+ir re 1 
pP ; D(x.2 cosv.e")e”,v.dv =/ D(xu)du. 
0 





ı7t 


A T7t 


Voilä une nouvelle formule de transformation, aussi generale que la for- 


mule (1.); la fonction P(x) est Egalement soumise ü la seule condition, 
que la serie 
plz) ____dpl®) | a’d’o(e) 
n 1.(n+1)dz ' 1.2.(n+2)dx? e 
soit convergente. Pour en donner un exemple, cherchons la transforma- 
tion de lintegrale connue 

















MH 
Zi _. 
Si lon change z en —, en considerant & comme variable, on trouve 
Bu le udu 
y= “aa 


\ 


Prenant done =1e Pu) = — on aura d’apres l’&quation (7.): 
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-vi 
ze 


y, dr e 2cosv ei y,dv 
Ab in Ka; 2 cosv ’ 
' 3 la fi sell 
qu on peut presenter sous la iorme reelle 


Ei e®dz u sin(4z tangv-#-v).v.dv 
8 = . 
= 7 f c0S v 


_ 
— 














Nous aurons un autre exemple tres simple en prenanut O(x) = x". 


Dans ce cas l’@quation (7.) donne 
2 +37 f \ n 1 
— (2 c08v0)"".e" TV", v.dv = —, 
L7t. n 


—srt 


et de lü, faisant disparaitre les imaginaires, on tire 
sT 


hr 
9 / (2eosv)"—"sin(n+1)v.v.dv = in ° 
0 
Ce resultat est un cas particulier de lintegrale plus generale 


Fakes. ce en 
c0sv )"—,sınav.v.dv — 
0 4T Frirr 4%, (=>) > 


d.!T (a) 
da 

















ou Z(a) designe la fonction connue , et cette formule se deduit de 


la suivante 


hr s 
S (2 cosv)""' cosmv.dv = er) 
7 


or m (te 





au moyen d’une simple diff£rentiation par rapport ü la quantite m. 

Les deux formules generales peuvent £tre representdes sous plu- 
sieurs formes differentes, qu’on obtient par les transformations des inte- 
grales. Si on prend Y(z—x) au lieu de ®(x) on aura 


SIT ver. 2oosv.e”) ervi,dv = sinn. d—-uyg—zu)du 
o 





hr 
et 
2 rar ur vi 
pr dez—xr.20osv.e")e.v.dv = Fr Yez— zu) du 
ı 


—är 











Ye = je sahne ? d’y(z—x) 
"Tr ads +72. (a-+2)dx? a 


soit convergente. Donc en faisant z=ret I—-u=w on aura 
+ir vi Di . _ / 
/ YV(— ze"),e”".dv = sinn. wi yb/2.w)dw 


x —hrn 12) 


sous condition, que la serie 


et 
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11. Bl: vV—r. e?”') e”iv. dv = / vw) dı 
Te 0 


(0) x dw(0) x? d* (0) 

n + 1.(n+1)da + 1.2.(n+2) dx? 
serie convergente, ou, ce qui est la m&me chose, que la fonction Y(x) 
soit developpable en serie ordonnee suivant les puissances entieres positi- 
ves de x. 








sous condition, que 





+.... soit une 


1 1 
Prenant DP(x) = ar (—) et changeant — en x on aura cette 


autre forme des formules (1.) et (7.): 


12. S rn cos ev)", e@rtm-Dvi (2:7) dv 


2 cosv 
—_; { 


m inne ud Zu )du, 





’ ri: Jeos® m -. et) vi (3: =/ü FE 
13 in, W ir) dv v(@ )du 


— > 
> 


sous condition que la serie 


zumtul) ade "tiun) 2 d? (amtiaya) 


r 1.1) 1.2.(n+2)(4+) 
x x 
soit convergente. 
Les int@grales contenues dans l’&quation (12.) me£ritent une atten- 
tion particuliere ä l’egard du calcul des differentielles a indices quelcon- 











ques, puisque dans le cas n= —m elles servent a exprimer par des in- 

tögrales definies ce nouveau genre des integrales et des differentielles. 

Car en adoptant la definition de ces differentielles, que Mr. Liouville a 

donne dans le journal de l!’Ecole polytechnique cah. XXI. page 3 et 72, on a 
1 (n} 

1. / wa y(Z)du = Na" Tın)/ "ye) dar 


UV 








et 
+ın rn ‚ ie R x .e-vi (—Itaorn d” (x) 
(2 \m-J (m+1)vi Bi a m 
15. ei ae Ai v5) dv I (m-H1) dx” 


La premiere de ces formules est la möme que Mr. Liouville a trouvee 
et d&montree Tome XII. page 273 de ce journal. Elle suppose que n soit 
positif et par consequent elle ne peut s’appliquer qu’aux integrales ü in- 
dices positifs. Pour demontrer la seconde, partons de la formule connue 


un 
/ coso”!cos(ztange — (m+1)n)dv = 


0 


st “ 2, ee 


I(m-+1) ’ 
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qui peut &tre presentce sous la forme 


-vi 
xe 


vn r m—1 (m+1)vi „2cos vu PER TC”, en 
(208 v)".e” .e .dv= n 
Br (m-+1) 


et qui a lieu sous condition que x et m +1 soient positifs. Si on 
change x en Ax (Ah Etant positif) et qu’apres avoir multipli& par le coct- 
firient A, on prenne de part et d’autre la somme relative aux valeurs dil- 
ferentes de A, on aura 





-vi 
hxe 





+37 , —— 00” 
) CO8® mi e mtv 3A e 2co0s v ‚dv — — 5A ex, ah”, 
JS. KERN h Pin) 24 
Maintenant, si l’on fait ZA,e”" = Y(x), on a d’apres la definition de 
L . dd" ım(: 
Mr. Liouville (-—1)" 3 A, ec.” = nit ‚ et de lä 








+sr 1. 2. e-vi (—1)” ct dr vr (e) 
(2 cosp)"!, etnv ( ) dvdı=— N 
S \+ 608 ) Yv I cosV Y(m-+H1) da” 


u FL / 


sous condition que dans le developpement exponentiel de la fonction (x) 
tous les exposants soient negatils et que m+1 et x soient positils. Nous 


) t ev 
observons encore que faisant tangv = — on aura cette autre forme de l'e- 


quation (15.): A 
w( 2 )at 2 (—1)" m. d” iu (x) 


Pr a ur I(m+1)ax" 


u | 19} 
nu 














La m&me methode dont nous avons fait usage pour d@emontrer la 
formule (1.) servira aussi ü trouver une nouvelle formule semblable. Pour 


cela je developpe d’apres le theor&me de Taylor la fonction 
d?p(x) 


Para ++ 23. > a 


je prends % = risinv.e”, ce qui donne z+u = rcosv.e", et par 


consequent 
vi ix sinv.e"dop(x) i2 0? sin?v.eWid?p(x) 
.e == — - 
Placosv.e) = Pla)+ l.dx + 1.2.da: Ton 
Si l’on multiplie cette &quation par (siav)"—' e"t""dv, et qu’on prenne de 
part et d’autre l’integrale depuis v = 0 jusqu’a v = 47, on aura cette serie: 


u _ . R 
16. / sin"—1u.e")"D(x cosv.e”) dv 














0 
ER \ ix.dy(x D vi 
— def sin" v,.e" tt" do+ en sin'v.e"tPu4do-+...., 
U . v 


dont le terme general est 
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Ya dyp(e) ar, ıy | 
5.3. 3 als sint1o,etktDvi, Jy, 
0 


Effectuant lintegration au moyen de la formule facile a d&montrer 


ar ty ,el@m+lvi 1 
ennelon m vu di 7 
f sın " v.e dv = —e , 
0 
kni 
ei observant qu’on a ?'= e’, on trouve que ce terme general se r&duit & 


nri 


(Ike? ar dkpla) 
1.2.3....k(nfk)dxt” 


Par kı l’equation (16.) prend la forme 
/ sin’—'v.e"+N,D (x.cosv..e”) de 





"Ti 


ı (? (2) x dop(a) a? d?y (x) 
; u Ir + . u EEE 
n 1.(n+1)da 1.2.(n+2)ax? 


Mais ayant deja trouve la m&me serie exprimee par cette autre integrale 
4 ; (a) x dy(&) x? d’ px) 
WO (cu) du = TI — — Ä = sur. 
7 di du n I.(nt1) 112.02) ’ 
en Egalant ces deux expressions de la serie, nous aurons la nouvelle for- 
mule generale 














Pe 


FE i6: In ch fi . 2 ir 1 u ’ 2 
a wi sin"Tv.e" tl" MD (x cosv.e")dv =/ Ad— u)" Dxu)du, 
V 


qui sera egalement soumise Aa la condition, que la serie 
(a) re dop(x) ie x? d?p(&) 
n i.,(r+1) 1.2.(n+2) or. 


soit convergente, Combinant ce r&sultat avec l’@quation (1l.), nous aurons 








18. sionz.e ? 7° sintv,ett)" Dix cosve) dv 
Wa ’r57 / a‘ a pri\ rnvi d 
= D(x.2cosve”‘) e"".dv 
Yin 


et faisant n = 1 dans l’equation (17.), puis comparant avec la formule (7.), 
nous aurens aussi 


in | . 9 +ir a 4 
19. 7 D(x.cosv.e)e.de = —/ D(x.2c0sv ..e") e",v.dv. 
u in 


Pour faire voir Fusage de ces formules nous en donnerons quelques 
exemples. 
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Soit D(x)=x”", on aura par la formule (17.) 


ni 


De . mp) BENNO 
sinn. cos"!v.e"4V, dv — e?’ A Ad— wu”! du, 


) 0 
d’ou en separant la partie reelle de la partie imaginaire et en substituant 


au lieu de lintegrale connue & droite sa valeur exprimee en fonctions 
Gamma, on trouve 
Zu ".. 
cos 1 (m) (n) 
U(m-+n) 2 
u 26 
sin (m) T(n) 


I(m-+n) u 


Voila les m@mes r@sultats, que j’ai trouves par une autre methode dans 
un memoire intitul@ ‚‚De integralibus definitis et seriebus infinitis” insere 
daus ce journal (T. XVII. p. 215). Remarquons encore que prennant 
n=1, on a le cas le plus simple de formules suivantes: 


zn 





i 


se, 
yi sin""!».c0s”""'v.cos(m + n)v.dv 


U 





\ 


sr r 
- $ cos""'v.sin”"v.sin(m + n)v.de 
j 


U 


cos""!v.cos(m+1)v.dv = 0, 


0 


ar 1 . 1 
F cos”""v. sin (m-+-I)v.dv = xp 


() 


Pour donner une seconde application de la formule (17.) posons 
1 
Fo a u 
Dla)=x",e *“, nous aurons 


-UIl 


€ nn: | 


i — m 


Ir, ge ee ur m War ge 
/ sin""o.cos"Ip,.e"t"",e “or. do = e?’ / u”'i—u)e “.du, 
a v u () 
r \ 4 > . . ® . . 
d’ou Fon tire sans difhcultE ces deux &quations dögagees des imaginaires 


A 1 
e iS, sin”'v0.C08”""v.cos (— tangr + (m + n)e) dv 


0 





nn ' m—1 n—1 = 


0 
1 


e ff sin”"'v.cos”"!v.sin (- tango+ (m+n) e) dv 


n 1 wa 
= sin er ul u).e "du. 
0 
5 
1+:z 





1 » f 
Changeant — en x, m en m—n et faisant = ‚ On peut presenter 


ces deux @quations de la maniere suivante 
Crel!te's Journal d. M. B1.XX. Hft.1. 2 
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a7 . 7 n 3 x2 dz 
[ sin"-!v.c08”"""!v.cos (x tangv +mv) do —= 008 — a7 .eT,d 


„\m ’ 
v ? 0 (142) 


jr 





PR a; . nut dz 
sin"!v.cos”""""'v. sin(xtangvo + mv) dv = sin . £ 


\ 2: % r a , 
4 2.) (At) 
” 5 “ [4 [4 . .,, 
ce qui s’accorde aussi avec les resultats du memoire cite. 
En general l’@quation (17.) donne toujours deux resultats en m&me 
temps, puisque la partie reelle de lintegrale ü gauche doit ötre egale ü 
Pint@grale reelle ä droite, et la partie imaginaire doit ätre @gale ü zero. 


nrıi 


Transportant le facteur e’ ü lautre partie et &galant les parties r6elles 
et les parties imaginaires on aura 


in, ern+Nvin (x cosv.e") Let vin (a cosv. evi 
[ sine ( p( T pt ') dv 


== Cc0S 7 dw Olzu) du, 


hr (n-+1) vi vi) _ „(n+1)vi _-vi 
2 u p(x cosv.e e x e08v.e 


= sin — a u" Du) du. 








0 





u 


Considerons le cas ae de cette derniere formule ou l’on an=0. 
Dans ce cas la partie ä droite devient 0.©; mais on trouve sans difficult“ 
que la veritable valeur de cette expression est egale a 47 ®(x), et de lü ona 


i 


ar evin(acosv.e") — ei p(x cosv.e”"") do 
2isinv 





= ırD(e), 


9 
ou en reunissant les deux parties de cette integrale: 


1 (HT epla cosv.e)dv = Ola). 


Tiı sin v 
0 r. 


Si l’on fait ®(x) = are *, Y(x), les quantites m et n etant positives, 
on pourra donner a cette @quation une forme qui parait etre plus gene- 
rale a cause de deux quantitds arbitraires qui entrent dans lintegrale, car 
on a par la substitution ro 





1 nv = — tangv 
_ FE ggnmi v.e x 
fi 


= Ya) 


et de la, prenant Y(x)=1, z=1, on obtient lintegrale r&marquable 


dr cos" ysin(m tangu-t nv) dv __ | 
. sin v u: ae 


)' bl (x cosv. ei) LU 


sin v 





0 
que jai trouve &galement dans le me@moire cite. 

















2. Etwas über die Bernoullischen Zahlen. 11 


2, 
Etwas über die Bernoullischen Zahlen. 





Die Bernoullischen Zahlen kehren bei so vielen Entwickelungen wieder, 
dals es vielleicht nicht ganz nutzlos sein dürfte, dieselben weiter berechnet 
zu haben. Die ersten 15 derselben findet man in Eulers /Instit. Calculi 
dıf. P.II. Cap. V. Die folgenden 10 hat Professor Rothe zu Erlangen 
berechnet und in der allgemeinen Litteratur-Zeitung (zu Halle) Nro. 63. 
März 1817, abdrucken lassen, Endlich hat Rothe mir auch noch die 
letztern 6 (also bis zur 31°” inclusive) mitgetheilt, mit dem Auftrage, 
solche der Redaction des Journals für Mathematik zur Aufnahme zuzusen- 
den. Indem ich dieses thue, stelle ich jedoch zur Bequemlichkeit der da- 
von Gebrauch machenden alle 31 bis jetzt berechneten Bernoullischen 




















Zahlen zusammen. — Werden solche nämlich der Reihe nach durch B,, 
D:, B;, B;, etc. etc, bezeichnet, so sind sie, wie folgt: 
1 43867 
Bd = 6 d, = gg 9 
1 174611 283 . 617 
2. = Du= Ip = yo 
an x 854513 _ 11.131.593. 
— m’ ee: ARE FE Fi 
1 236364091 
d%= 7 Dam gr 
5 8553103 13.657931 
B; 66’ Bi; Fun h 2 A 6 y 
69 23749461029 
d = 2750° near: WE 
7 8615841276005 
MW a u 77 Due 
3617 
ds = 70° 


So weit die von Euler berechneten. Nun folgen die von Rothe be- 
stimmten, nämlich: 
7709321641217 
Du = 7773.17 ° 


3577687858367 A; 17 .151623697551 
Bir = ; 


| 











6 2.9 2 
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__ 26315271553053477373 















































Dis 2.3.5.7.13.19.37 ° 
En 2929993913841559 __ 19. 154210205991661 
N 6 Hidra 2.3 ’ 
u 261082718496449122051 , 
u 2.3.5.11.41 ’ 
B.,— 1520097643918070802691 , 
sch 2.2.2.8 ’ 
u 27833269579301024235023 , 
ui 2.5.8.2 2 
a 596451111593912163277961 , 
die 2.3.47 ’ 
5 5609403368997817686249127547 | 
” 2.3.5.7. 5.07 ’ 
495057205241079648212477525 
Das = 3.3 11 9 
u 13. 61028132108268458257532691681 
re 2.3.5.38 
m 2D1ANDOREBENBESRAURRAEBLSOHASPD! . 
Du = 2.3.7. 
7.354108980001880530230773077004747 
Da = 5.3.52 ’ ; 
29, 29132280403131048U17047 10819587440 
°n = 2.3.59 
u 1215233140483755572040304994079820246041491 
m 2.3.5.7.11.13.31.61 
’ 31.396793078518930920708162576045270521 
DB; — 2.3 5 


u. 3 w. f. 
Endlich mag bei dieser Gelegenheit auch noch ein Rechnungsfehler 
in Erinnerung gebracht werden, der in Eulers Instit. Caleuk di. P. I. 
Cap. VIII. vorkommt. Setzt man . u Euler: 


ec? 





Pac ya* 
secz = “+ +2 + Er ne 81 + ...:5 
so ist der 10' dieser Coefhicienten a, ß, y 0, & etc. etc. nicht, wie Euler 
angiebt, = 2404579661671, sondern (nach Rothe) = 2404879675441, 
Berlin, den 15. July 1839. 


M. Ohm. 
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3. 


Remarques sur les fraetions eontinues periodiques. 
(Par Mr. C. Ramus, prof. des matheın. ä Copenhagne.) ' 


(Extrait d’un m&moire presente & la societe royale des sciences de Copenhague.) 


E 





$. 1. 


S oient Ay; Ay, Ayy Ay =... les termes positifs et entiers d’une fraction 
continue de la forme ordinaire, a, etant le nombre inferieur le plus ap- 
proch@ de la valeur x de cette möme fraction, ce que nous indiquons 
en ecrivant 
2ER 5 as Asse 
La fraction est periodique, quand elle satisfait A la condition 
Antut49 — U4n+9 
pour toutes les valeurs positives et entieres de u et 9, et la periode, en 
commengant par 4,4,, eontient un nombre de termes egal a /, ce qui 
d’apres la notation de Mr. le Besgue (voy. le Bulletin des sciences publie 
par Ferussac, 1" Seet. 1831, Mars) est elairement indiqu& de la ma- 
niere suivante: 
l. 2 = @5; d, A, er00 AnlAnrıs Angas orre Anyı)e 


La periode peut aussi commencer par a,, ce qui la rend parfaitement 
periodigue, savoir 
BE (5 Ay Ay ser Agaı)e 


. 2 E p . .\ 
Designons par — la fraetion convergente ä indice r de cette derniere 


- 


r 


quantite u (ta premiere convergente &tant 7 — =), et nous aurons, comme 
-o 


on sait, 
+. 2 (Vu— ua —yamt. 
Cette &quation a deux racines, «dont Yune est positive et donnde par la 
formule (2.); Vautre est negative = — u, et admet un Jeveloppement 
analogue. En eflet, si ’on considere ces deux Egalites: _ 
zt-1 


Ka — A,_, ns ey sere Ay 


yt- l 


gg Ad,_ı9 Ad, 53 Ad,_3y u... Ays 
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fonddes sur la propriet® connue des fractions continues renversdes, et 
qu’on pose 

4. v = (a, An, Ausy sro. Ay); 
on voit que P’equation en v se formera d’apres celle en % (3) par le seul 


. t—1 1-2 » % 
changement des quantitds 7! et 7, qui devront ötre remplacees par 


1-2 Zt? 
- Yı-1 Z1-1 SR 
ces autres respectivement 2 et ee Ainsi on ftrouve: 
{2 —? 


>. Yı-2 u — (Y-ı= Ba) — N =d5, 


Üette &quation donne des racines liees ü celles de l’&quation (3.) par la 


She 





relation v = “u, puisque, en operant cette substitution dans (5.), on 


2 


t—2 


7 





retombe sur (3.); mais d’un autre cöle on a um, rt, d’ou il resulte 


211 
1 . 
uu= — ou suivant (4.) 
6, — u = — Ola, 4, (u v1. 4,). 


Cette analogie remarquable des fractions continues resultantes du dey elop- 
pement des deux racines d’une m&öme Equation du second degr& n’a pas 
echappe aux geometres, mais il parait qu’on l’a fondee sur d’autres con- 
siderations plus compliquees. Nous y reviendrons plus tard, 


$. 2, 


I! est interessant de connaitre la nature propre ä la fraction con- 
tinue (2.) dans le cas, ou sa valeur se reduit a une simple quantit& irra- 
tionelle, cela veut dire ü la racine carrde d’une quantite rationelle, sans 
addition ni soustraction d’aucune quantite purement rationelle. C'est ce 
qui s’obtient en &galant ü zero le co@fficient de « dans l’&quation (3.), ou 
en posant Y,=%-. Jlest facile d’en conclure 1°, que v<louw,=0, 
2’, d’apres un theoreme connu, que les termes 

65 Gas Or so 
forment une suite sym&trique (voy. la Theorie des nombres T.I. pag. 27). 

Gependant il faut observer que le terme «,=0 se repete une in- 
finitd de fois dans la fraction continue, ce qui exige une legere modifica- 
tion de sa forme, que voici 

ee A a Ayers an a, 
ou bien ä cause de la sym£trie ci-dessus remarquee 


oo... dr > 4, >; 0, 5 Aussee Mrs a, 26; Ayyeror 
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Or Fequation (3.) donne v= Y7=. On aura donc 
i—1 


u 0, 4, (@, ; d; > ...d d;y Ad, 2a,), 





z1—t 


= Yı-i 
. 
Zzı—1 
yı-ı __ 


Zu — 0, 4; (dy 5 4; 5, ..‘e. (0; ; d;e 


0, 4, @%, Ay, ser. Gy d,, hy 


Mais on peut presenter ce r&sultat sous une forme plus commode, que voici: 


a, (015 ir, Ayy ser, , A, 2a) = rZ 
8. r — Gy; A, Ay, Ay orr. d;, Ay, Ay Au, 
e; = 4, U, 25 Ayy rer. Gd;, dh, Are 
Ajoutons y, ue p’—p’g=+i1 et y=p’, et soit pose — = C. Nous 


q° 
en tirons k 
9, pP” —Cgq — +1, 


formule eonnue et d’une grande importance dans l’analyse indeterminee. 


$. 3 


La valeur x de la fraction continue periodique de la forme gene- 
rale (1.) depend aussi, comme on le sait, de la resolution d’une &quation 
du second degre. En effet, si x,,, designe le quotient complet de = ü 
indice na —+ 1, en sorte que 

Enz = (Angız Angay oe» Gn+:) 3 
on aura suivant (3.) 
10. Barrrı — (a — PP) x, — a = 0, 


&, ß, a, RP Etant donnes par les formules qui suivent: 


& 
3 — A,415 Unf23 vere Ant 


tl. 


a? 
B°  — Ün+1 3 du+23 .... U ® 


De plus, si Fon &limine x,+, de (10.) moyennant la relation connue 


— YnIn+i + Yn-1 
12. - Aleır: Zn Conti + Zn—t ’ 


on trouve l’&quation qu'on cherche. Elle peut s’ecrire comme suit: 





13. BP, 2—y,_.)— a 2,2) (PP) (2, 2 —y,_) (Yan Zur) = 0. 
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Un peut demander si cette Equation, oufre les cas preseutes daus les for- 
mules (7.) et (8.) peut en offrie d’autres, ou la valeur x de la fraction 
continue soit une simple irrationelle de la forme YCÜ. Pour y repondre, 
nous egalons a zero le coefficient de x dans l’equation (13.) en faisant: 


te) ner) 








in 
ofa° ri) ( Ye=t) 
Ya? [2 — YT,_ = — 2 
+ In „ß p° + Yı snrn—l ß + Yn 
Comme il est permis de renfermer plusieurs p“riodes dans une seule, en 


=> 0), 





substituant uf a Z, ce qui ne change en rien x,4., et qu’on peut möme 
0 


fai iufini t d i fait coineider —, = 'ons 
aire u iufiniment grand, ce qui fait coincıder 7» et X,4ı; NOUS POUVons 


aussi exprimer la condition demandee ainsi qwiil suit: 
> Nu Zn—l Yn D 
le 2) 
nl ı! rt £n Yn-i ß° 
4- . ey » In—1 In ß 
Yn®n-ı, \Kn+ı 7 Y. Zus 


ni [F 





ee GO; 





Cette equation ne peut Evidemment pas subsister, ü moins que la fraction 


„; soit comprise entre + et — . Mais d’apres la theorie connue des 
u Bu Yn-i en-—ı 


fractions continues renversees On a 








Yn 
n = 4d4,, A,u-ı9 Ana2s vor« Ay 
Mom 
on 
a, Ayıs Any cere @h, 
nl 
EZ 
20 — &, 4! 5 dt ’ A, au an, 4,41). 
{ 


Hl faut en conclure: 


d,yı = dus 4,yıı TA, > A, == UA,_2;5 ei: 


Ainsı la periode doit commencer par @,, ou en d’autres termes: x doit 


A \ 1 [4 .,. « ’ 
ötre de la forme «+ ,..4 etant un nombre positif entier ou zero et u 





etant donne par les formules (2.) et (3.). Par consequent u = „ce 


—@ 
qui etant substitue dans (3.) donne 


2,1 — (Yı-ı = un) (2 — a) — Yıjm(a — a’ = 0, 
ar ayant la signification qui ri a Ete assignee dans le 1” $. Or, il est 
clair que la valeur de x ne peut ätre de la forme YÜ que sous la con- 
dition suivante 
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ZI Von 
2a + I? 1-1 
ir ae 


ou, ce qui revient au m&me, 
2a, dy> 4, > 4, ...». d,_ı = d,_ı3> di; d;_; u...‘ de 


Il en suivrait: 
d,_ı pe 2a, d,_. = (l, > d,_3 = 4,» ...» 


ce qui est pr&cis@ment le cas consider& ci-dessus (8.). On aurait pu faire 
a=0 ou z<{1, mais en retomberait alors dans les formules (7.). 

Done il est d@montre, que ces m@mes formules (7.) et (8.) presen- 
tent les seuls cas possibles ou la valeur d’une fraction continue periodique 
puisse ötre de la forme yÜ, Ü etant rationel, (7,) ayant lieu pour Ü<1, 
(8.) pour C>1, 


$. 4. 
Si on propose une Equation du second degre ü coefficiens entiers 
4, B, Ü: Axc+BirC= 


et qu’on designe par x et x’ ses racines, qui sont supposees reelles, on trouve 





14. = =EnH A, x = IE r E = B3-41AC. 
Si ces racines &taient negatives toutes les deux, on gubstituerait — x A x 
dans l’&quation proposee, et l’on aurait une dquation transformde ü deux 
racines positives; on peut done considerer comme positive au moins une 
des racines. Il en resulte, A etant suppose positif, que x est positif, 
mais que x’ peut ötre positif ou negatif. 

Cela pose, la relation connue qui existe entre x et x, (le quotient 
complet de x ü indice 7) peut s’ecrire ainsi qu'il suit: 
A (28 — Yro2) (Ir-ı — Zr X) — 0, +(— 14V E 
Alyr-ı hr Meran von 1. ’ 
ce qui d’apres les valeurs (14.) de x et x’ donne 
16, 0, = AyıYr- 3 B(y;-1%-: + YmtZreı) + C2,-. TER 
P,= Ay;_ı + By,_, % Fr Uz_,: 
De ces expressions on tire encore: 
0, = 4d,_ı a + O,_, ’ 
17. P, — 4,_,(0,.+ 0,_,) +P._: s 
De — ıE, 
en observant que PL, =C(,P,=4,Q0,=}B, 
Nous ne nous arreterons pas aux consequences nombreuses et tres 
elegantes, qui peuvent £tre tirees de ces formules, et dout la plupart se 
Crelle’s Journal d. M. Bd XX, Hl, 1. 3 











15. x, = 
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trouve dans les ouvrages de Lagrange et dans ceux de Legendre. Mais 
nous allons seulement pre&senter quelques remarques a ce sujet. 

Une des proprietes les plus remarquables des deux fractions con- 
tinues, qui forment les developpemens des racines x et x’, est celle de la 
periodicite. Partant x est de la forme (1.), et l’on trouve au moyen de 
(10.), en y substituant ä& x,;, son expression donnee par (15.), 


or. 5 ct  __ 20° Onyı 
18. Ü um Pas" 102 ß mund P. . 


Maintenant, si l’on observe d’une parf, que toute quantite irration- 
nelle de la forme YÜ (C £tant rationnel) est la racine d’une &quation 
du second degre ü co@fficiens entiers, et que par consequent la fraction 
continue, qui en est le developpement, jouit de la propriete d’ötre perio- 
dique, d’autre part qu'il a et& demontre dans le 3”"*$. que la valeur d’une 
fraction continue periodique n’est pas reductible a la forme YC, a moins 
qu’elle soit comprise dans le cas presente par (7.) ou (8.), suivant que 
ÜC<1 ou Ü>1, on en peut deduire le theor&me qui suit. 

Theoreme I. Toute quantite irrationelle de la forme „U, € 
etant positif et rationnel, &quivaut ü une fraction continue de la forme (7.) 
si Ü<1, et de la forme (8.) si C>1. Ce theoreme a &te demontre 
d’une autre maniere dans la Theorie des nombres T.1I. pag. 53 et 54, 
mais pour le cas seulement ou Ü est un nombre entier. 


Nous avons designe@ par 4,+, le premier terme de la periode qui se trouve 


— OH (—1”r!3 VE 
Ent 


tient complet qui y r&pond. Cela pos&, nous allons &tablir le th&oreme suivant. 
Theoreme II. Si la periode a,,,, Anz, Anyzz «+++ Ay est Byme- 
trique, ces deux autres suites 
BR O,r: P) Q,+3 3.0909 O,.+1+1 > 
MR Bons as RR 2.90 © P,zızı I 
abstraction faite de leurs signes, qui sont comme on le sait alternativement 
+ et —, seront @egalement syme£triques. 
Demonstration. La fraction continue @yyı> Anyzs Anzss ver Anti 











dans le developpement de x (14.), et par x, = le quo- 


ya — & I s r £ a N 2 n B ae N) 
dont la valeur est = 3 (11.), est supposee symetrique. Il suit de la =ß, 


et d’apres la premiere (18) P,ı=—P,. De plus, la premiere des 
&quations (17.) donne, A cause de 4,,, = A,4r+41-p, les formules suivantes : 
19. O4pz+ı — Un+p Er + O4, QO,442-p — G,.4p eh + OH 
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et la derniere (17.) donne &galement 


2 j >» ” 
n+p Pr I n+p—1 H E, 
20, 0? FERRN pP Er ı E 
n+1+?—p n+t+?2—p n+t+1-p — 12 
Supposons &gales entre elles les valeurs numeriques de Q,,.4_, 
faisant 


l 


et ),, em 


) 


21. O .4142—p == (—1)' Q,4p« 
Substituons cette expression dans les quatre Eequations pr&cedentes, et £li- 
minons Q,;, entre les deux (19.) aussi bien qu’entre les deux (20.), 
il viendra 


22. Q,4141-p Er yo 1) O,4p4 An4p (de di P,+p un Pu+4-p)> 
23. Pi Pi = P, +/+2—-p PHHe 


Supposons aussi 
24. P,4+2-p = (— Pie PER . 


Cela reduit (23.) a 

Porn = (NV Popp 
et consequemment (22.) ü 

OH = (— N O,4p4ı 
Or, ces deux derniers r&sultats se deduisent aussi de (24.) et (21.) en y 
changeant p en p+1. Il est done permis de conclure que ces deux series: 

95, i Orr» Ontıs Ontss »ser Onyırı > 

n) Purs Ps P,4 > .... Porz > 
abstraction faite des signes, sont sym£triques toutes les fois que chacune d’el- 
les a ses deux terınes extr&mes numeriquement Egaux entre eux. Mais zette 
:ondition a v&ritablement lieu dans le cas actuel, parceque Q,,41=(—1)'Q,; 
et P,471, = (N) P,;ı d’apres la loi connue de la periodicite, et due 
P,+ = —P. comme il a &t6 remarque ci-dessus, 

On peut m&me affırmer, que cette seule condition P,ı=—P,, 
toutes les fois qu'elle est satisfaite, rende syme£triques la p£riode de la fraction 
continue et les deux series (25.), De plus, comme il est permis de con- 
siderer comme premier terme de la periode un terme quelconque @,;,;, 
qui y appartient, il est clair, que, la seule condition P,ou, = —P,,; 
6tant satisfaite, ces trois series seront necessairement symetriques: 

A,zo+ı9 An+6425 An+d433 sro Un+örts 
QO,40+1 > (Q,49+42 5 Q,4643 5 .... QO,+3+: 
P,»; Pr+özı ’ P, 404: ’ P 4023 3 .... P.+0215 
abstraction faite des signes alternatifs des deux dernieres series, 
3 R 








20 3. Ramus, sur les fractions continues periodiques. 


Enfin on peut demontrer d’une maniere toute semblable cet autre 
theoreme plus general. 
Theoreme III. Si une partie quelconque de la periode 
26. An4+6+15 An+04+293 UAn46433 ve... A,+0+k 
est symetrique et que ces deux Egalites _ 

7. Our = (N Onrspıs Prropip = (1) P,46 
ayent lieu, les series suivantes seront @galement symetriques, abstraction 
faite des signes alternatils: 

28, Q,49+15 0.4042 3 O 1643 > .... O,404441> 

P,+6; P,+0+1 > P,+_ 3; P,+043 > .... Po+04141 5 
Ce th&or&me a lieu par exemple dans le cas ou B=0, en sorte 
que l’equation proposee est pure, et que sa racine positive appartient ä 
une des formes (7.) ou (8.); mais il suffit de considerer le cas ou cette 
racine est —>1, ce qui amene la forme ($8.), parceque d’ailleurs en fai- 


' . [4 . [4 . 
sant <= — on aurait une dquation transformee, dont la racine, surpas- 


sant Punitd, se developpe d’apres (8.), et que la fraction continue qui en 
derive, etant precedee du terme O0, donne immediatement celle de x, 
tandis que les quotients complets restent les m&mes pour x et y. Faisons 
done n=0, 9=0, k=t—1, ce qui fait coincider la suite (26.) avec la 
partie symetrique de la periode presentee dans (8.). En vertu de (9.), 
C etant change en oo p’ en y._., g’ en 2,_,, on a 


Ay;-ı +C0z_\ = (—1)'4, 
et en vertu de la seconde &quation (16.), posant r=tet B=0, 

Ay: + Cz- =P.. 
II suit de la P, = (—1)' A; mais on a generalement P, = A, partant 
P, = (—1)'P,, ee qui est precisement la deuxieme eondition (27.) ü cause 
des valeurs actuelles de n, #, %. De plus, si dans la formule (15.) on fait 
r—=t, E=—AC, P,= (—1)'4, on trouve 





 ° C 
= +53: 


Mais on a , = 2a, <x, et a <y-Z (le signe < designant que 
le nombre precedent est l’entier inferieur le plus approche); partant 
0,= (—1)'"'"Aa,. Or la premiere @quation (17.) donne Q, = a,P,+ 0, 
— Aa, (parcewe A =AatQ,=4B=0). On a denc finalement 
0,= (—1)Q,, et c’est A quoi ee reduit aussi la premiere condiiion (27.). 
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Donc, les conditions supposees par le 3”* theor&me £tant satisfaites, les 
deux series (28.) seront symetriques, abstraction faite des signes. 


Il est bon de remarquer que dans l’expression generale (15.) lorsque 


r>n, les trois termes —0,, P,, (1) 4yYE ont toujours le möme 
9,+4+V E 
Pr 





signe, en sorte qu’en posant x, = on est dispense de faire ab- 


straction des signes alternatifs des deux series symetriques, ces series (28.) 
etant remplacees par deux autres, formees des quantit@s g et p qui sont 
toutes positives. Ainsi le caractere propre au developpement de la quan- 


Se Arae C , . . 
tit@ irrationelle x = ;„ C et A Etant deux nombres entiers premiers 


A 
entre eux, dont C>A, est exprime 1°. par la formule 
i C 
29. ==) =u(M, d; ; d; ,; .... 4-13 24,)> 
— 1:+Y (64) 


2°. en posant x, = 5 , par la symetrie de ces trois series des 
: 





nombres positifs entiers: 
Gs Any Ayy see Ay 
30. 91» P2> I3> ++ ++ Si-ı, Jıy 
Po» Pı> Pa2> P3> ++ ++ Pr-ı> Pı* 
Dans la Theorie des nombres T.I. pag. 59, ou il est question de 
cette Equation indeterminee du second degre 
’ P— Ag — +D 
et de la resolution en nombres entiers qu’on peut en obtenie au moyen 
de la deuxieme formule (17.) dans le cas PR=+D, en faisant py=y,_, 


q = Sr ( 
suivant: „‚Il peut se {rouver plusieurs fois le m@me nombre D dans la 
möme periode, et il se rencontrera toujours au moins deux fois, puisque la 


Yr-ı 





etant la fraction convergente Y 4) on trouve le passage 


Ir—1 


periode est symetrique (excepte lorsque le quotient auquel repond ” est 


le terme moyen de la periode, abstraction faite de son dernier terme ?2.«).” 
Mais dans ce qui precede, Legendre n’a pas demontre la symetrie de la 
periode, dont il s’agit ici, savoir celle pr&sentee par la troisieme scrie (30.); 
mais il a seulement demontre la symetrie de la premiere serie (30.), qui 
ä elle seule n’amene pas necessairement celle de la troisieme, 











7 ® a . . . 
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$. 5. 

Une propriete singuliere des deux fractions continues qui resul- 
tent du developpement des deux racines (14.), est, que leurs periodes 
sont formdes des m&@mes termes dans un ordre inverse, C'est ce que 
l.egendre a demontr& dans la Theorie des nombres (T.I. pag. 95 et suiv.) 
d’une maniere tres ingenieuse et par des considerations indirectes fondees 
sur la nature de l’equation indeterminde du second degre. Mais on peut 
aussi deduire cette propriet@ du r&sultat trouve dans le 1” $., et c’est ce 
que nous nous proposons de faire dans ce qui va suivre, 

D’abord il y a a remarquer que le developpement de la racine po- 
sitive x (14.) a la forme indiquee par l’&quation (1.) et que la valeur de 
cette forme est generalement determinee par l’equation (13.). Il suit de IA, 
que cette derniere Equation comprend toutes celles du second degre, qui 
peuvent &tre proposees dans cette recherche; savoir celles, dont l’une des 
racines est positive; car la valeur de x &tant irrationnelle et de la forme 
a+yb, aet b etant rationnels, il est impossible, qu’il puisse y avoir d’autre 
equation du second degre ü co@fficiens entiers propre ä determiner cette 
valeur, que cette seule Equation, dont les racines soient u+-yb et a—yb. 
ll est done permis de considerer l’@quation (13.) comme celle, qui nous 
soit immediatement proposee, et dont les racines doivent ötre developpdes 
en fractions continues. Or, nous avons vu que cette Equation (13.) estisa- 
tisfaite par l’expression (12.), x, Etant determine par l’Equation (10.). I 
resulte de lä que les deux racines de l’@quation (13.) se trouvent, si dans (12.) 

Yn En+ı + Yn-1 

Zu ni} Zn—ı 
on substitue ü x,,, successivement les deux racines de (10.), qui suivant 
le resultat du 1” $. sont celles-ci: 





Ce 


(Anrız Unzas Unpzy vor * Un44)> — 0 (4,45 Ayrpi-19 Unpi-25 *« ee Anyı)e 
La premiere de ces substitutions donne immediatement la racine x de la 
forme (1.). L’autre au contraire exige une transformation comme suit: 


1 
a,„+ DV 


An+t; Untt—t; UAnpimry «+ e* an+1) 





= 4, — (Any, An+t-13> O1 3 .... G,+1) 
1 
; 
(Anti—15, Ant—25 +++ An+i;5 Ant) 
ce qui d’apres cette formule &vidente 


— dl, ERBr Ud,+i rn 
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, . « 
equivaut A| 

a,— 4,1, 1, Gur-ı —1 (d,1-2» Unrim39 vo 00 Anyız Anyes Ankims)e 
On aura done: 31 en 


Ags Ayy Ay er0n Ay.15 An Any — 15 15 Anz —1 (Gun 4125 Anpezseeer Anpız Anyız Aryıı)- 
Cette formule est immediatement applicable au cas ou les deux termes 
4,— 4, —1 et 4,41 —1 sont positifs; mais ces termes peuvent ötre zero 
l’un et l’autre, et le premier peut @tre negatif. Dans ces cas il nous faut 
des transformations nouvelles, qui s’obtiennent en observant: 1°. quun 
terme = 0 a cet effet, que les deux termes, entre lesquels il est place, 
s’ajoutent en ne formant qu’un seul terme, ce qui s’exprime ainsi 
u 0, Vy ee... fH+V, 
0 YO ee re tVtR ... 



































etc., 
2°. qu’un terme negatif se fait chasser de la maniere suivante) 
1 1 1 
Ti 1 es 1 + 1 
-ıt5I etc. va etc. SURERR 1 
r , oa—1- etc. 
—= u—1-+ 7 
1+ T 
v—2+ T 
.” 8a—1-- etc. 
partant 


(a.) ua.» Ay m Yı 0, ..o. — ,„sei. u—1, 2, v—], 1, o—1, ...o 
Cette transformation, &tant combinde avec celle qui precede, suffira a 
tous les cas, except& celui ou v=1, ou il faut proceder ainsi quil suit: 

















1 1 1 
u — 2 =u-14— = 4-14 — 
ir a a i+ 5 —1 etc 
and a BT” 
1+ 
a—1- etc. 
a nz a 
= 14 1 N Eh: 
TE 
ii. 
@ etc. 
partant 
(b.) .... U, —1, OO, soo = scer0 u}, 1, 3—N), ....7 
ce qui ne suffit pas encore dans les cas u„=1 et »—=1, mais on a suivant (a.) 
sed ,—1, Dee N 9, 1,1, 51, e.. 1 t+1, —1,1, V—l,.... 
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et suivant (2.) 
.... +1, —1, 1, a—1, .... ZZ s.0 1—1, 1, —1, a—1, ....;5 


partant 
.... N, 2, —1, 107 „eo — ‚or A—m, 1, —1, oO —M, ....y 


ım &tant un entier quelconque, ce qui donne pour A\>a 
1‘, 1, —1, 9, 0, eo m... Nom, 1, —1, 0, Oy r0e: 

ou 

(e.) +1, 1 —1, 9,0, em... At, 1, p—1, 2... 
et pour A\<X@ 
ae N 1, 0, ee KO 1,1, N se u ne +1, 1, 5A, 4.5 
ou suivant (b.) 

(d) .. kN L—l,0o, ce... kl, 1, a 1— s... 
Lorsque A\=ov, on aura seulement 

RN, 1, N, em... k+l, 0-1, .... 
Enfin le cas #—=1 se reduit au cas «= 1, en observant que d’apres (.) 
+ 1, ve ee hd, L, —L o.. 

Toutefois il faut excepter le cas ou em mäme temps 4==1; mais on a 


suivant (4,) 
u... .y —1, 07, 0 — ,„o:. v—1, 1, —l1, 1, o—l1, ... 


consequemment 
nd, —1l,1, 9, .. =... XHrl, —, p+1, .... 
et d’apres (D.) 

(e.) 11, —, 1,09, co. m... N1—1, 10-1, .... 
Ces formules (a.), (b.), (c.), (d.), (e.) suffiront ä tous les cas sans ex- 
ception., 

Au reste le cas d’un terme = —-I ne se presentera jamais dans la 
forme (31.), @, et a,4, Etant toujours inegaux; dont il ne peut y en avoir 
que ceux qui suivent. 

1°. Les termes 4,—4,4,—1 et @,4_1—1 peuvent ätre positifs 
tous les deux, ce qui rend la forme (3.) immediatement applicable, comme 
il a et@ remarque plus baut. 

2°. a,—4,,—1 Etant positif, on peut avoir 41 —1=0, ce qui 
donne au lieu de (1.) et (31.): 

x = MylyigzerorAylinyız Angay eo 00 Anzınay 1> Anrı)s 
3la. (= W, Gy Q2,22 4: An, Aa—Ung— 1, Auri-n +1 (@,4:-35 Gnpess er.» 
ern. Anyıs Anytr 1, On44). 
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39. n—d u —1=0, A, —1>0; on aura 
x = Utz liyyeor rl, (Ayzıs Array eo np nl); 
31P. (m 0,0, 0, er rt sl (aupımay piss er. 
oo 0 lyrı5 An— 1, A,y;_1)e 
4. .— 4, 1=0, A,n-1— 1=0; on aura 
= Gy Ars Any nr u (Anzız Anzay eos + Anna 1 u —1); 
3ly. am WA; day e0 nr Any ini Fr Fl (ana np: - 
el A, —, Anni) 
59%. 4—4,,,—1 negatil; on aura 
pour 4,_,>1: 
2 = Gy 5 ügy rer in (Anis Anpas eoo- Anyı)s 
32,*7) (= 0,4, 4 +. lu, him —, 1, u — m — (dus Unpiaseree 
one Anzız Anyr)y 
pour a, ,=1; 
= Gy;Chyinyeoee Ann 15 0, (Anyız Un-as or 0 Anpı)> 
320. (= m; 4; 1 dans Ann FI, on — an —1 (Unpı-ı5 npınas er. 
no. Q,rı5 Unır) 
Ces deux dernieres formules supposent encore 4, —a,—1>0, mais 
4, — 4, —1 etant positif ou 4,1,:>a,—1, on peut avoir @4,, = a,—+1, ce 
qui donne 
pour a,_,>1: 
2 — AyylyyUgyoore li, (Ayzıy Anzayeo re Any, Qut1), 
32ß u nee einsehen FE (en en 
+ A413 1, Q,4,_1)> 
pour a, , =1: 
= GUyyAıyliyeene Annan 15 @, (Ayyıy Anyay er rr pm u +1), 
Iay sm Ay er er Anz Ana Fr Fl (ana Aupi-ay +. 


...0 Ud,+19 dl, +1, Any) 
Dans le cas n—=0 la serie @,, 4, »... Ad,_, m’ayant plus de sens, 


disparait des formes (31.), (31 «.), (31ß.), (31y.), (32.), (32 ß.) quoique 
en general elle doive en faire partie. De m&me dans le cas n = 1 la scrie 
Ag, Ay +++ + A, disparait des formes (32 «.), (32 Y.). 

Ceci etant observe, ces m&ömes formules font voir clairement, que 
quand il y a un nombre entier compris entre les deux racines x et x’, 





*) Les denx expressions tres remarquables de x’ (31.) et (32.), ont &t6 donnder sans 
demonstration par Mr. le Besgue dans l’endroit cit€ au commencement du 1° $, 


Crelle’s Tournat 0. M. Bd. XX. Hit. 4 
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on ne peut avoir n > 2 (ce qui rösulte aussi de la theorie de Zagrange), 
mais qu’on a n=? ü cause de (32.«.) et (32y.) dans le seul cas ou 
a, =1 et a,, >a,—1, et dans les autres casa 2n=1 ou 2 =0 ou 
meme 2— —l1, savoir n = O0 si (31.) ou (31 «.) ait lieu, et na = —1 dans 
le cas presente par (2.), (3.), (6.). 

Le developpement (31.) de x’ ayant la forme de celui de x pre- 
sente dans (32 y.), on peut chercher le developpement, qui provient de 
celui-!ä (31.) de la möme maniere que par la transformation (32 .) le 
developpement de x’ est produit de celui de z, et il est facile de voir 
qu’on retombera sur le d@veloppement (1.) de x d’ou l’on est parti. Reci- 
proquement le developpement de x’ presente dans (32 y.) &tant soumis 
ä la transformation (31.), reproduira celui de x donne par la premiere for- 
mule (32 .). En general, on peut distribuer comme suit les huit trans- 
formations (31.), 31o.), 31P.), B1Yy.), (32.), (32«.), (32 .), (32 y.) 
en quatre classes, contenant chacune deux transformations qui sont les r&- 
ciproques l’une de l’autre: 

1° classe: (31.), (32 Y.); 2” (31a.), (3ly); 3" (31P.), (32 P.); 
4"° (32.), (32 .u.). 
Il en resulte que, quelle que soit la racine dont le developpement en frac- 
tion continue est propose, on peut toujours en tirer immediatement ce- 
lui de l’autre, 


Copenhague le 23 Mars 1838. 





Addition aux Remarques du memoire preeedent. 





Les nombres appeles P formant une suite, dont les premiers ter- 
mes sont positifs, savoir 
BP, Pin Bir von. Bi 
et tous ceux qui suivent alternativement positifs et negatifs (P, positif, 
P,;. negatif etc.), on a pour r>n-+1: 


PT O4 + ıVE 


” ” . , 
(a, < designant que a, est l’entieur inferieur le plus approche), et les 
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quatre periodes, qui appartiennent ü x, commencent par z,425 Any» On, 
P,;ı, et m@me par 2,41, @,4ı> Our» P lorsque (a.) a lieupour r=n-+I1 
E 0} \ 'g . pr 2 
(ce qui arrive par exemple dans les cas ou -o = 1 ou <1). Cest 
n 
ce qui a et@ demontre par Lagrange (voy. les Additions ü lalgebre d’Euler). 
Maintenant, pour trouver le developpement en fraction continue de l’ex- 
pression (&.), faisons 


um OH VE_ w. 2. PR — + (—1) ıY E 


—P, u, N P 
et nous aurons, suivant la premiere des &quations (17.), OQ= —a,P. +0 
partant Q= (,, et suivant la troisicme (17.) 
0? —4E + 1iE 


u LEN wer 4 7 PER‘ 
P=-— eng El —P,._.. 








r+19 


Ainsı il vient 
 LedttivVE _ &+oheve 
Be — P,_ı eu Wen ’ 








d’ou il suit, r—1 etant substitue a r dans (a), „= a_,+ =. En conti- 
2 


nuant de cette maniere on voit: 1°. que le developpement cherch&@ donne une 
fraction continue parfaitement p£riodique, la p£riode etant = 4@,, 4,1, Q,.25 :... 
c’est ä dire l'inverse de la p£riode proposde; 2°. que Jes quotients complets, 
qui y appartiennent, suivent cette loi: 

O4 + (1 3VE OQr+t-1V3VE  O,ıt+(-D4VE 
(P.) P- b P,-ı > Piss I’) "00. 


Ce th&or&me remarquable est deja connu, mais peut-Ötre la d@monstra- 











tion que nous venons de donner ici, sera preferable A quelques dgards ä 
celle de Mr. Legendre (The£orie des nombres, T. I. pag. 95). Au reste les 
expressions (ß.) &tant combindes avec les developpements (31.), (32.), que 
nous avons donnes dans nos Remarques, il est facile d’en tirer les quo- 
tients complets de la racine x‘. En eflet, comme la partie periodique de 
cette racine se forme par le renversement de la periode du developpe- 
ment de x, il est @vident, que les expressions (P.) Equivalent elles m&ömes 
aux quotients complets en question, 
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4. 


Theorema geometricum ad trianguli rectilinei 
theoriam pertinens. 


(Seripsit C, Ramus, professor matheseos in universitate Hafniensi.) 





Ei datis trianguli rectilinei area = T, circulorum inseripti et circumseripti 


radiis m et ZA, inveniuntur tria latera a, db, c tanquam radices aequatio- 
nis cubicae 


2 "2T21(+4Rr+r)2—4RT = 0, 


quantitates autem b-+c—a, a+c—D, a-+b—c tanquam radices aequa- 
tionis 


wu +4r4R+r)u—8rT=0., 


Theorematis ill. Siturmit ad has duas aequationes applicatione facta inve- 
niuntur conditiones, sine quibus e datis illis trianguli partibus ceterae de- 
terminari nequeunt. Debet scilicet: 

1°. radius % non minor esse quam ?r, 

2°. area 7’ non extra hos limites esse posita 

ryRR+10Rr—r’+ 2 y(R(R—2r))]. 

Si cum horum altero congruit T), existente R>?r, triangulum est isosce- 
lum; si vero 2 = ?r, limites ipsi confunduntur, adeo ut 7 debeat cum 
iisdem congruere, id quod triangulum facit aequilatus, 


Hafniae 1 dec. 1838. 
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5. 
Demonstration elementaire du theoreme de Wilson 
gencralise. 
(Par l’editeur.) 





Theoreme. 


Soit s un nombre entier quelconque. Designons par O1, 3, 035 «+++ 0, 
les nombres premiers avec s et moindres que s, on a 

l. an... = Ns—l 
dans les trois cas 


= ss ”, 
3. ss = 2p" et 
4. s—=4ÜU, 


p designant un nombre premier impair et m un nombre entier quelconque 


>00, et . 
I. 0102 03...0, = Ns+1 


dans tous les autres cas. 
N siguifie un nombre entier indehini. 


Demonstration. 


I. Si Fon divise par s le produit de deux queleonques des nom- 
bres 7 premiers avec s, par ex. 0, et o,, le reste sera un troisieme des 
nombres premiers avec s, par ex. c,, c'est ä dire on aura 

6. 0,0, =Ns-+tr. 

Car, si s et o, avoient quelque nombre premier >1 pour diviseur 
commun, ce diviseur devroit diviser aussi c, ou 7, et par consequent s et 
c, ou 0, en m@me temps, ce qui n’est pas, c, et co‘, @tant premiers entre 
eux suivant ’hypothese. Donc co, et s sont necessairement premiers entre 
eux. Mais o, ne peut aussi ötre = 0, ou =(r, car si cela &toit, on au- 
roit 0,0,=Ns-+o, ou 0,0,=Ns-+o, dest ä dire 6, (0,—1) =Ns ou 
0o,(6,—1)=Ns et s n’ayant pas de diviseur commun avec c, ou c, de- 
vroit diviser 0,—1 ou 0,—1, ce qui est impossible, o, et 0, &tant <s 
par hypothese., Donc r,, est un froisieme des nombres 7 premiers avec s. 
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I. Deux nombres « premiers avec s, parex. c, et c,, &tant de- 
terminds, il se trouvera toujours un froisieme 7, parmi les nombres c 
premiers avec $ qui donne 

7. 00,=Ns-+e,. 
Car, soient d’abord cv, et v, deux quelconques des nombres 7 et 


supposons . Dear 
9. 0,0,=Ns-+p 
les restes r et qui, suivant ce qui a &tC demontre sous (1.), se trouve- 
ront toujours parmi les nombres &, ne pourront pas &tre dgaux entre eux, 
parceque, si cela £toit, on auroit 
10, (,—c,)o, = Ns 
et o, n’ayant pas de diviseur commun avec s, 7, —c, deyroit ätre divi- 
sible par s, ce qui est impossible, «, et 7, &etant <s tous les deux, nn — 0, 
Vest Egalement et ä plus forte raison. 
Donc, si dans l’@quation 
ll. o..,=Ns+r 
on fait parcourir ä la valeur de « toutes celles de 6,5; Ou> O5 +... AR 
tous les restes 7,, 7, 735 «++. 7, Seront difierents entre eux. Mais tous 
ces restes doivent se trouver parmi les nombres «: done ils seront Zous 
ces nombres mömes, peut-ötre dans un ordre different de celui des mul- 
tiplicateurs o ä gauche. Par cette raison il existera toujours pour une va- 
leur determinde de r savoir "=1, (8.) quelque c, par ex. 0, qui satis- 
fait !’&quation (8.). 
III. Il y aura toujours un nombre co‘, parmi les nombres # premiers 
avec 5 qui satisfait l’@quation 
12. 0,0, =Ns-H1, 
co, &tant un nombre determine, pris Egalement et ä volonte parmi les nombres o. 
Car en vertu de ce qui a &t€ demontre sous (11.) il existe toujours 
un tel nombre co, pour les deux nombres determines 0, et r, sous ($8.) 
et 1=0,, est toujours un des nombres c. 
IV. Si dans !’&quation (12.) on fait parcourir a o, foutes les valeurs 
des nombres & premiers avec s, 6, parcourra Egalement Zoutes ces valeurs. 
Car si pour deux valeurs differentes de r,, par ex. 7, et 7,, une 


möme valeur de c, pourroit satisfaire l’&quation (12.) on aurait 
13. 7; (; —c,) un Ns 

















5. Demonstration dldmentaire du iheoreme de Wilson generalise, 3l 


et vr, n’ayant pas de diviseur commun avec s, 0,—c, devroit ätre divi- 
sible par s, ce qui ne se peut pas, co; et c, et ä plus forte raison 7, — 0, 
@tant <s. Donc pour des valeurs differentes de r,, celles de cr, sous (12.) 
seront &galement differentes et il suit de lü que, si c, parcourt toutes les 
valeurs de o, oc, les parcourra @galement. 


V, Dans la serie des &quations 
0. = Ns-+1, 
o,n=Ns+1, 
14. 0.05 = Ns+1, 
0,0, = Ns-+1, 
ou en vertu de'ce qui a Et& demontre sous (1V.) les facteurs 6,> O5 Crs + +* 
... 07, ne sont autre chose que les ® nombres 7 et par consedquent in- 
egaux entre eux, il peut y en avoir d’@quations ou les deux facteurs ä 
gauche sont egaux entre eux. Le nombre de ces @quations sera toujours 
pair et ä chaque &quation ü facteurs Egaux correspondera une autre, dont 
le facteur, multiplie par le facteur de la premiere &quation donne pour 
produit Ns—1, de sorte que, si par ex. on a 
15. 0.=Ns+1 et 
16. «= Ns-+1, 
on aura en m&me temps 
17. 0.0; 
Car en premier lieu on aura 
18. = =Ns-+t1 


Ns —1. 


ou bien 
19. (©. +1)(e,—1) = Ns 

aussitöt que o,-+1 est divisible par un des facteurs de s et o,—1 l’est en 
m&me temps par lautre, et cela peut visiblement avoir lieu, o.+1 ou 
o,—1 n’etant pas necessairement premier avec s comme $ lest. En eflet 
o,—1 sera deja Zowours co-divisible avec s, sin —=1; car alors 1,—1 
est = 0 et O0 est divisible par s möme. Mais cette co-divisibilit@ peut 
avoir lieu aussi pour des valeurs de « autre que l’unite, Elle aura ne- 
cessairement lieu par ex. si s est le produit de deux nombres premiers 
absolus » et g, differents de 2 !’un de Pautre. Le nombre p+1=4—1, 
moyen entre ces deux facteurs, sera alors nEcessairement un des nombres s 
premiers avec 8, puisque «, =p -+1=4—1 n'est divisible ni par 7, ni par 
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y=p-+?. Et ce nombre moyen donne —1=(p+’—1=p(p+?2, 
produit divisible par p etpar g=p-+-2. Donc en premier lieu l’&quation 
o:=Ns-+1 est toujours possible, et cela, suivant les circonstances, m&me 
pour d’autres valeurs de «, que l’unite. 

in second lieu, si 7,, premier avec s, donne r = Ns-H1, s—c,, 
egalement premier avec s, donnera aussi Ns-H1, car 

20. (s—c) = ®’—2se,+tr = Ns+o = Ns+1. 

Donc parmi les nombres premiers avec s ceux qui, multipli6s par eux- 
mömes, donnent Ns +1, existent toujours par couples. Si cr, est l’un de 
ces nombres, s— cr, sera l’autre. Par consequent le nombre des &quations 
 facteurs Egaux parmi celles (14.) est toujours pair. 

En trotisteme lieu tout nombre 7, premier avec s, qui donne ce, = 
Ns-+ 1, ayant pour correspondant o; = s—c,, le produit de ces deux 
nombres est 

20. 0. = o.[s—c) =0,s—c = Ns—o = Ns—1, 
Donc 0,0%, est toujours Ns—1. 

VI. Parmi les &quations (14.) il n’existe pas plusieurs, ni m&me deux, 
dans lesquelles un seul des deux facteurs & gauche soit le m&me, Ou les 
facteurs sont les m&mes tous les deux, ou aucun ne lest, 

Car si par ex, on pouvait avoir 

2l. 0 0.=Ns+1 et 

22. mn =NsHl, 
on auroit 

23. 0,.(,.-0)=Ns, 
et cela ne se peut pas, puisque 7, est premier avec 8 et 7,— 7, n’est pas 
divisible pour lui seul par s, ro, et 7,, et ä plus forte raison 7,— r, £tant 
< 5. Donc des deux facteurs d’une des &quations (14,) Yun ne peut 
pas seul se pr@senter de nouveau dans une autre @quation, Ou les deux 
facteurs reviennent en m@me temps tous les deux, ou aucun ne revient. 


VII. Le cas ou aucun des deux facteurs ne revient, est celui ou 
les deux facteurs sont egaux entre eux. Lautre cas ou les facteurs re=- 
viennent tous les deux, est celui des facteurs inegaux entre eux, et toutes 
les fois ou il existe des Equations ü facteur znegauzx, chacune de ces Equa- 
tion revient necessairement une fots identiquement, mais non pas plus 
d'une fois. Le nombre des @quations ü facteurs inegaux est donc pair, 
de m&me que l’est celui des equations ü facteurs Egaux. 
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Car dans la serie des seconds facteurs @,, 025 035 «+++ 0, (14.) 
aucun ne revient. Donc si dans l’une ou l’autre &quation les deux fac- 
teurs sont eyaur, aucun de ces deux facteurs ne reviendra. Si au con- 
traire les facteurs dans une @quation, par ex. dans l’&quation 

24. 0.0,=Ns-+i1 

sont znegaurx, de sorte que, ou 0,>10, ou 0,<{c,: qu'on aille en avant 
dans le premier de ces deux cas et en arriere dans le second, et l’on re- 
trouvera necessairement, les facteurs parcourant Zous les nombres « dans 
la serie des seconds facteurs @,, O2, 035 »... 0, le facteur co, lui möme, 
mais on ne le retrouvera pas plus d’une fois. Maintenant si l’un des deux 
facteurs revient, l’autre reviendra &egalement en m&me temps (VI.). Donc 
ehaque &quation ü facteurs indgaux revient identiquement, mais non pas 
plus d’une fois. Le nombre de ces Equations est done toujours pair. 

VII. Aucun des facteurs relatifs aux dquations ä facteurs dgaux 
ne peut se presenter dans aucune &quation A facteurs inÖgaux; et reci- 
proquement, 

Car si, en premier lieu, le facteur d’une &quation A facteurs egaux 
revenoit dans quelque autre @quation, le second facteur de la premiere 
Equation reviendroit €egalement dans la seconde (VI.): done celle-ci ne 
seroit pas une &quation a facteurs inegaux, mais ü facteurs &gaux, et deux 
Equation aux zmemes facteurs Egaux n’existent pas; done aucun facteur, qui 
entre dans les &quations ü facteurs Egaux, ne peut revenir nulle part. Et 
si, en second lieu, !’un des facteurs d’une &quation ä facteurs indgaux re- 
venoit dans une auftre @quation, cette &quation ne seroit pas une des dqua- 
tions ü facteurs Egaux, parceque l’autre facteur reviendroit en m&me temps 
(VI.): done aucun des facteurs relatifs aux &quations ü facteurs indgaux 
ne peut se presenter non plus dans les Equations A facteurs &gaux. 

IX. Si lon designe dans (14.) par 2m le nombre des equalions ä 
facteurs inegaux, nombre toujours pair (VII.), celles parmi ces &quations, 
dans lesquelles les facteurs sont differents, eontiendront Zous les nombres r 
premiers avec s except& ceux qu’offrent les &quations A facteurs &gaux, et 
chacun de ces nombres ne se presentera pas plus d’une seule fois, 

Car les ® &quations (14.) oontiennent Zous les ® nombres sans 
ecception, et chacun de ces nombres deux f6is, ni plus ni moins, parceque 
la serie des seconds facteurs 9,, 035 O5 +... 7, est la serie complete et 
ordonnde des ® nombres 7, pendant que la serie des premiers facteurs 
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Gay O5 Toy ee. 0% est Ja meme serie, peut-ötre dans un ordre diffe- 
rent (IV.). Mais les &quations a facteurs eygauxc prösentent leurs facteurs 
deux fors chacun, et aucun de ces facteurs ne revient dans les &quations 
it faoteurs inegaux. Donc les 2m &quations A facteurs inegauxr presente- 
ront tous les nombres « non-contenus dans les &quations A facteurs egaux, 
et chacun de ces nombres deux fois. Mais ces 2m &quations sont iden- 
tiques par couples (VII.); done m de ces &quations contiendront dejü tous 
les nombres o non-contenus dans les &quations ä facteurs dgaux et aucun 
de ces nombres plus d’une fois. 

X. Le produit de Zous les nombres # premiers avec s divis® par s 
laissera pour reste +1 ou —1 selon que lenombre des couples des &qua- 
tions ü facteurs egaux est pair ou impair. Cela veut dire que si Fon 
designe par 22 le nombre des @quations a facteurs egaux, nombre tou- 
jours pair (V.), on a 

25%. 010205 ...0, = Ns+1 sin est pair et 
26. 0,03 03....0, = Ns—1 sin est ämpair. 


g 


(4 


Car le produit des m Cquations ä facteurs znegaux et differents, 
lesquelles pr&sentent tous les nombres 0, exceptes les 2» nombres quoffrent 
les 2n Equation A facteurs egaux (IX.), donne (Ns +1)” = Ns-+1; done 
le produit des dits nombres est = Ns-+-1. De l’autre cöte le produit des 
In nombres 7 inegaux, contenus dans les Ir Equations Aa facteurs egaur, 
donne (Ns—1)", celui des deux nombres # contenus dans chaque couple 
d’&quations correspondantes ü facteurs Egaux etant Ns—1 (V.). Donc le 
produit de la totalit@ des nombres 7 est 

27. (Ns+H1)(Ns—1); 
et ce produit et = Ns-+1 ou Ns—1 selon que 2 est pair ou impair. 

XI. Jusquiici il a &t@ demontre que le produit de Zous les nom- 
bres 0, premiers avec s, est toujours =Ns+1, quel que soit s. Il s’agit 
maintenant de distinguer les cas ou Vunit@ dans Ns +1 doit ätre prise 
avec le signe — de ceux auxquels convient le signe —. Comme cela 
depend du nombre 2 de couples d’&quations A facteurs egaux dans (14.), 
c’est ü dire da nombre des valeurs de « dont les carrds divises par 3 
donnent + 1 pour reste, il s’agit de savoir quel est le nombre des valeurs 
<s que c peut avoir dans l’&quation 

28. = NsHi, 
N designant un nombre indehini. 
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XII De cette @quation on tire 
29. (+De—-V)=Ns, 
et pour satisfaire cette nouvelle &quation il faut, qu'en d&composant Ns 
en deux facteurs de toutes les manieres possibles, l’un de ces facteurs goit 
egal da o—1, lautre äctl. 
D’abord il se presente les deux facteurs s et N; mais leur produit 
Ns pourra encore &tre decompos® de beaucoup d’autres manieres. On 
embrassera toutes ces decompositions en supposant 
30. s uv et 
3, N= uw; 


de sorte que 
3%, (FNY(—1) = uvuv, 


.h 


et puis 
33. c+1l= wur, et 
’ 34. c—1l= vu. 
De lä on tire 

3% c= uw,—1, 
36. e=vu-+l, 
37. 20 = uv treu et 
38. 2 = uv—vu, 


ou toutes les valeurs possibles des facteurs de s, y compris 1 ets et s 
et 1, pourront prendre la place de % et v, et il s’agit maintenant de sa- 
voir si une ou si aucune ou plusieurs valeurs de #<[s conviennent ä un 
couple determin& de facteurs v et v. 


XIII. Nous remarquerons d’abord que deux facteurs © et v, qui 
conviennent ä quelque valeur de s, ne pourront jamais avoir en commun 
un facteur plus grand que 2%. Car un tel facteur ne diviseroit pas le 
nombre 2 ä gauche dans l’@quation (38.). 

Donc il faut que les valeurs de tout couple de facteurs % et ©, pour 
lesquelles il pourra exister des valeurs de o, soient ou premicres entre elles 
ou ne soient divisibles en möme temps par quelque autre nombre que 2. 
Tous les facteurs % et ® conjugues, divisibles par un nombre plus grand 
que 2, doivent &tre rejetes; car il n’existe aucune valeur.de # qui puisse 


leur convenir, 


XIV. Dans le cas ou les deux facteurs conjuguds % et © sont pre- 
miers entre eux, il existera toujours une valeur de ©, <a et une valeur 


,? 
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de v, <v convenables ü P’&quation (38.) ou bien ä P’e&quation 
39, uw, =vu-t?2, 
mais non pas plus d’une seule valeur, 

Car puisque les facteurs % et » doivent &tre premiers entre eux, 
le nombre ? n’en est pas facteur commun. Donc ou des deux nombres 
u et v aucun n’aura ? pour facteur, ou l’un d’eux seulement l’aura. Soit v 
celui qui n’est pas divisible par 2, le nombre 2 sera un des nombres pre- 
miers avec ©, que nous designerons par 2,5 &5 2%, 235 «.+« De son cöte le 
facteur %, qui a &t& suppos@ premier avec d, pourra ätre regard& Egale- 
ment comme un des nombres = premiers avec v, m&me lorsque % seroit 
plus grand que v, cas ou l’on auroit w—- Nv=z,. 

Soit z,=u ou bien ,=u—Nv. En multipliant z, par tous les 
z<[v et divisant les produits par v, tous les restes # seront differents 
entre eux, car si par ex. on avait 

40. 2. =Nt+r e z.2..=Nv-+tr, 
on auroit %,(3,—%,)=Nv, ce qui ne se peut pas, , &tant premier avec 
v et 3» —z,<£v. Donc les restes # parcourront ndcessairement Zoutes les 
valeurs de z moindres que v, et cela en ne touchant chaque valeur de = 
plus d’une fois. Done aussi la valeur 2 de z sera touch& par ces restes, 
mais non pas plus d’une fois, et par suite il existera toujours une valeur v, 
de z<{v, mais non pas plus d’une qui donne 
40‘. uv = Nv-+2 

ou bien uv, = vu, +2, comme (39.), en &crivant %, au lieu de N. Et 
puisque v, <v, ona un —? = vu, <uv; donc aussi u, < u, et il n’exi- 
stera qu’une seule valeur de «x, <[ u, de m&me qu’il n’existe qu’une seule 
valeur de v,<v. 


XV, Si les deux facteurs conjugues u et ® ont le nombre 2 pour 
facteur commun, cas qui peut se presenter dans notre problöme (XIII), il 
existera toujours deux valeurs de u<u, et deux valeurs de v <v, propres 
ä satisfaire l’Equation (38.) ou (39.), mais non pas plus de deux valeurs. 


Puisque les nombres % et v® ne peuvent pas avoir en commun de 
facteur plus grand que 2, si on les divise par 2 et qu’on suppose 


1 ı 
4. wm2u, v2», 


ı ı 
les quotients u et v® seront n&cessairement premiers entre eux. 
Mais en substituant les expressions de % et v (41.) dans l’Equa- 
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tion (39.), cette @quation, ayant &te divisee par 2, se reduit ä 

42. uv, = vu+1. 
Cette nouvelle &quation est precisement daus le cas de la pr&c&dente (39.), 
u et v dtant premiers entre eux et 1 &tant toujours un des nombres pre= 
miers avec % et v. Donc il existera toujours une unique valeur de u, < u 


et une unique valeur de v<ov propres ä satisfaire l’&quation (42.) et par 
suite en m&me temps l’equation (39.), celle-ci n’etant autre chose que 
l’equation (42.) multiplie par 2. 

Mais pendant qu'il n’existe qu’une seule valeur de «, et de v, moin- 


dres que u= 4u et v— 4v (41.), toutes les valeurs de z, et v, expri=- 
mees par ; 

43. nu+u et nv-+v, 
ou n est un n’ombre entier arbitraire, conviendront &egalement a l’Öqua- 
tion (42.). Car elles donnent 


4. umv+to) = vmutu) +1, 
ce qui n’est aufre chose que ur, = vu 1, comme (42.). Sin dans (43.) 
est plus grand que 1, la valeur nu, =ynu--u, (4l.) de u, est plus 


grande que 4 et la valeur nv+v, =3nv-+v, (41.) de v, est plus grande 
que v, etles valeurs de z, et v, plus grandes que % et v n’importent gu£re, 
car elles donnent dans (37.) 2r > 2uv>2s et r>s, valeurs de 7 dont 
ilne s’agit pas. Mais ilen est autrement si n=1. Dans ce cas (43.) donne 
45. nutw=ju+u, et net =4v+n, 

et 4u+-u, est toujours plus petit que v, , etant <Au, et 1v-+v, est 
toujours plus petit que v, v, etant <4v. Donc, outre %, et ©,, aussi 
4u4t u, et 40-4+v,, en möme temps qu'ils conviennent ü l’&quation (39,) 
remplissent la condition d’ötre moindres que w et v. 

Donc si % et v ont ? pour facteur commun, il existe toujourg deux 
valeurs de %, et ©, moindres que u et v, savoir 

46. in et 4u-+-u et 
v, et 3v+-v,, 

mais non pas plus que ces deux valeurs, propres ü satisfaire l’&quation 
(39.) ou celle (38.). 
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XVI. Si les deux facteurs conjuguds u et © de uo=s sont pre- 
miers entre eux, il existera toujours une valeur de « <s propre ä satig- 
faire l’&quation (29.), mais non pas plus d’une seule valeur. 

Car dans ce cas il existe toujours suivant (XIV.) une valeur de 
u,<u et une valeur de v, <v propres ä satisfaire l’&quation de condi- 


tion (38.), mais non pas plus de cette seule valeur; donc r suivant son 
expression 


46. 0 = (uvm vu) (37.) 
n'a qu'une seule valeur, et cette valeur est plus petite que 4(uv+vu) 
= !.])s=s, comme cela doit £tre. 


XVII. Siles deux facteurs conjugues et v ont lenombre 2 pour 
facteur commun, il existe toujours deux valeurs de « moindres que s et 
difförentes l’une de l’autre de 45 propres ä satisfaire l’&quation (29.), mais 
il n’existe par plus de ces deux valeurs. 

Car dans ce cas il existe toujours suivant (XV.) deux valeurs de 
u, < u, savoir u, et JFu+u ou a <4u, et deux valeurs de u, <r, 
savoir v, et Fv+v, ou ©, <{4v propres ä satisfaire I’&quation de condi- 
tion (38.), mais non pas plus de ces deux valeurs; done 7 suivant son 


expression (46.) a les deux valeurs 
2 


Pr = 4(uv vu) et 
KR = Kulv+v)+riutu)) = zuv+3(uv, vu), 
ou bien 


3 
48. e=1s+4o; 
mais il n’a pas plus de ces deux valeurs differentes l’une de l’autre de 4s 
et plus petits que s toutes les deux, %, Etant <4u et u, <1iv et par 
ı 2 
site a <4s (47.) et  <4Is+1s<s (48.). 


XVII. Si la valeur #5, de « convient aux facteurs % et v de 


s=—uv, la valeur 
49. nn —=s—r, de c 


E . s s . ’ 
conviendra toujours aux facteurs v= — et uv=— des=vu et jamais 


les valeurs co, et o, de r seront @gales entre elles, 


Car si d’abord les m&mes valeurs de , et v, qui, en satisfaisant 
Pequation de condition 2= uv, —vu, (38.), donnent la valeur co, de « 
(35., 36.) donnoient la möme valeur de c, en mettant v et w ä la place 
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de a et v, on auroit en vertu des @quations (33. et 34.) 

590. ou a+1 vu ee n—1= uu, 

sl. ou Ari cu ee n„—1= ur, 
en müöme temps que l'on a (33. et 34.) 

2. aFl=w, ee n—1 = vu. 
Mais (50. et 52.) donnent , tl =vvu, =uv, et n„l=uu,=vn,, de 
sorte que o,-+1 et 0,—1 tous les deux seroient divisibles par z et par 
v en mä&me temps et par suite par wvo=s; ce qui est impossible. Puis 
(51. et 52.) donnent , + 1— (nr, —1) ou 2 =vu —vu =uy—uvn, —=(, 
ce qui est absurde. Done il est impossible que les m&mes valeurs de %, 
et v, ne cessent pas de satisfaire l’equation de condition (38.) si lon y 
met v et u ü la place de w etv, ce qui r&duit cette Equation a = vu —uuı 
on da 2=vw—uv. HU faut necessairement qu'il y ait d’aufres valeurs 
u, et v, de a, et v, propres ü satisfaire la nouvelle Equation de condition 
33. = vw—uv,. 


I Il 


Cela pose, puisqu’on a dejä 

54. = — UV — CU, (38.), 

on tire de ces deux &quations 
9.2 2=-0 = rw +u)—um,+rv) 

et de la 

56. awtv) = vw t+n,). 
Maintenant il n’y a que deux cas. Ou u et v sont premiers entre eux, 
ou ils ont le nombre ? pour facteur commun, mais aucun autre nombre. 


A. Dans le premier cas u,+%, en vertu de l’&quation (56.) doit 
tre divisible par z et v,+v, par v, u et v Ctant premiers entre eux. 
Mais quelles que soient les valeurs de w, et v,, elles ne seront jamais ni 
zero ni >uetv, de la m@me sorte que %, et v, ne le sont pas; done 
u, u, ne pourra &tre que =u meme, et ©, -+-%, ne pourra Ätre que v 
meme, de sorte que 

57. wei u d u, =v—r. 
Cela donne, en ayant actuellement en vertu de l’&quation (37.), 
vwm+ uv;: | 
v(uw—u) + uw—v) = 2uv— (un, Fu), 


20, 


58. 
20; 


c’est a dire 


2, = 2s—?2ro,, 
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ou bien 
9. nn =s—f; 


comme nous l’avons avancc, 


B. Dans le second cas l’&quation (56.) &tant divise par 2 se r&duit & 
6. 4uwto) = dot). 
Puisque ici $% et 4v sont premier entre eux, il faut que +, soit di- 
visible par 44 et v,4+-v, par 4v, de sorte que 
61. u tu = N4u et 
62. vv, +o= N.tv, 
Mais dans le cas actuel l’&quation de condition (53.) se r&duit de son cöt& ü 
6l, = lm —1luv,; 
ou %, et ®©, ne sont ni zero ni >4% et 4v, de la m&me maniere que %, 
et », ne le sont pas. 

En m&me temps les autres valeurs 4u+w, et 1vo--v, de %, et v, 
satisfont encore l’@quation (53.), ces valeurs Etant plus petites que % et v; 
de m&me que les autres valeurs Ju wu et 3v-+v, satisfiont encore 
’&quation de condition ?=uv,—vu, (38.), ces valeurs &tant plus petites 
que u et v. Donc si l’on Ecrit les differentes valeurs de v, et %,, v, et =, 
comme suit: 


i Fi N a 
63. u =U,, Juru=u, vr, =; 4v->Vv,=v, 
2 2 


1 1 
64. vu, Jutu=u, =, vr +v=v, 
on aura 
l ı ı 2 2 2 2 2 
65. vwtru.=4u, wtw=u, wvwTuw=u, u+w=}%u, 


1 1 ı 2 2 ı 2 v3 
66. vn =lv, vutn=v, vtrv=r, v+4n=3%v 


ı 1 2 2 
67. w=elu—u=u—u, WU 

1 1 2 2 ı 2 
68. m elvir— vv =t’—di, mB=V—v =30 —v. 


Donc en designant @egal@ment par les accents 1 et 2 les deux valeurs de 
0; et 023 savoir 


ı 2 
u—u=3u—u, 


\ 


1 1 1 . 2 2 
69. n=twv+ru) et n—=4(wv +vu) (37.) et 
1 1 2 2 2 
70. n—=4lu v, +vu) et n—=4{lunm-+vu) (58.), 
on aurfä 


ı 


1 2 ı ı 
ıı. n=4uv+ru) et s=y4@age+r)triutu)=4s+7,. 
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1 1 ı 
(ulv—v)tTraßu—u)) = 4s—0,, 


ı 1 B 
I(u(vw—v,)Fr(u —u)) s—0,; 


S 
| 


S 
| 


| 


donc 
2 1 


1 2 
73. os trn,=s et o+nr=s 


”’ 
et par consequent i 


2 
4. nn =s—r, et 
2 ı 


1 2 
c'est ü dire: les deux valeurs co, et a, de o,, convenables aux facteurs v et 


u des=rvru, se trouvent, en retranchant de s celles 6, et 0, de o,; 
comme il a &t@ avanck. 

XIX. Si les facteurs u et v de s=uv sont zmpairs tous les deux, 
de sorte que s est impair soi-m&me, la valeur de «, qui convient ä ces 
facteurs, ne conviendra a aucun autre couple de facteurs zety des=xy, 
egalement impairs. 

Car soit A le plus grand diviseur commun de u et x et 

76 “wu Al, : A 
de sorte que U, et x, sont premiers entre eur, on aura 
u u 
77. - >= ; 

Dans le cas ou © et x sont premiers entre eux, on aura A\=1, 
u=u et ı, =%. 

Sı u est un multiple de x, on auaX\=x et ,—=1. 

Si x est un multiple de v, on auaaX\=u et w=1, 


De (77.) on tire 
75. z = u: 
ug 


et y etant = 


s __uv 
x x 





. ya ar, 
Ug 
Maintenant soient x, et y, les nombres qui satisfont P’equation de condition 
80. = ry—ya, (38.) 
propre aux facteurs x et y, et soient co, et o, les valeurs de qui con- 
viennent aux deux couples des facteurs u et vet x ety des, de sorte qu’on ait 


ll. „=-wtl=ru—1, (35. et 36.) 


82. 0. = cy, +1 .— yal, 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XX. Hft.1. 6 
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on auroit 


85. ur, 
84. vu, 


xy, et 


Y%ı 


si 7, etoit = 0,.. 
Mais les equations (83.) et (84.), en y substituant les expressions 
de x et y (78.) et (79.), donnent la premiere vo, = u ey, c'est a dire 
0 


. v,u 
85. —_1 m Yı 
To) 


U - . 
et la seconde vu, =v ven x, c'est a dire 
0 


u. 
86. it = Xıe 


Maintenant «, et x, €tant premiers entre eux, et x et y, ainsi que x, et 
yı ©tant des nombres entiers, les @quations (78. et 86.) font voir que 
et u, doivent £tre divisibles par ı, tous les deux, et les equations (79. et 85.) 
font voir qu'en meme temps v et v, doivent &tre divisibles par x, tous 
les deux. 


Mais en vertu de l’&quation de condition 

87. um —vu—= 2 (38.) 
ni © et x, ni © et v, ne peuvent generalement ätre divisibles que par les 
nombres 1 et 2 puisque 2 n’est divisible par aucun autre nombre, et si u 
et v, sont divisibles par 2, v et v, ne sont plus divisibles que par 1 et 
r&ciproquement; car si u et u, et v et v, £toient divisibles en m&me temps 
par 2, le nombre 2 ü droite dans (87.) devrait &tre divisible par 2.2 =#, 
ce «qui n'est pas. 

Donc les diviseurs communs u, et x, de vu et a, et de v et v, ne 
peuvent @tre que les nombres 1 ou ?, et nommement, si u, est =?, % 
ne peut etre que 1, et r&ciproquement, 

Daus le cas actuel ni %, ni &x,, diviseurs de z et x, ne peuvent 
etre = 7, u et x Etant Zmpairs, suivant l’bypothese. Done ici u, et 
X, ne peuvent £tre que 1 tous les deux en möme temps, ce qui donne 


u 


l en R 
88. uv=x et ’= y (79.). 


Donc dans le cas de x et v zunpairs, il n’existe aucun aufre couple 
de facteurs x et y de s auquel conviendroit la möme valeur de 7 qui 
convient aux lacteurs u et v. 
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XX, Sı des deux facteurs z et vr ds=ur 


A. u est impair, Vautre v pair, la valeur de 7 qui convient aux 
facteurs «© et v, conviendra en mä&me temps aux facteurs 
89. x —= Ru et y=Jv de sry, 
mais ü aucun autre couple de facteurs. 


B. Si u est pair et v impair, la valeur de qui convient aux fac- 
teurs % et v, conviendra en m&me temps aux facteurs 
%”. z=4u et y=?2r de s=ry, 
mais a aucun autre couple de facteurs. 
Pour trouver d’autres facteurs x et y auxquels pourroit convenir 
la m&me valeur de c, qui convient aux facteurs « et ©, supposons 
9. vs=ru et zeig 
comme (76.). Nous avons vu dans (XIX.) que x, et x, ne peuvent ja- 
mais avoir d’autres valeurs que 1 et ? et qe u, et=? si x, est 1 et 
que u, est =1 si x, est 2, 
Mais =1 et x,=2?2 donnent en vertu de (76.) 
92. u=N\, =?ı, don z=2u et u=la, 
et „=? et x,=1 donnent 
95 vu=?\ et z=N\, donc ver et ln, 
Premier cas de z impair et v pair. 

Dans ce cas = !u (93.) n’a pas lieu. Donc il n’existe ici que 
lunique valeur 2 de x (91.) et par suite l’unique valeur 4» de y, aux- 
quelles pourra convenir la m&me valeur de « qui convient aux facteurs x et v. 

Pour voir si cela a lieu effectivement, €crivons 2x et 4» au lieu 
de x et y dans l’equation de condition 

94. syı—ya=2 (38.) 
qui doit &tre satisfaite par les nouveaux facteurs x et y, nous aurons 
95 uy—trz, =2 


Quelles que soient ici les valeurs de x, et y,, iln’y ena quun seul 
couple 2x et }v si 2u et }v sont premiers entre eux, c'est ü dire si 
4v est impair, comme 4 lest, et il n’y en a que deux couples de valeurs 
de x, et y, <2uet 4v, savoir les deux valeurs x, et x, F4Ru)=x,+u 
de x, et les deux valeurs y, et ı+3(4v) =y,+4v de y,, x, etant 
<u et y,<C4v dans le cas ou 2 et 4v sont divisibles toutes les deux 
par 2, c’est ü dire si 4v est pair comme ?2u lest. 


6 * 
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Mais un des couples de valeurs de x, et yı qui satisfont l’equa- 

tion (95.) est evidemment celui-ci: 
u. zeru ed =4v, 
car ces valeurs de x, et y, substituees dans (95.) donnent 
97. 2us3v, v2 =I= un —vu; 

ce qui n’est autre chose que l’@quation de condition (38.) elle m&me, qui 
doit &tre satisfaite par les facteurs z etv. D’ailleurs les valeurs 2u, et 
4v, de x, et y, (96.) ont toujours lieu en nombres entiers. Car v a et6 
suppos@ pair, donc vu, est pair et wo=?2-Fvu, lest Egalement, et aussi 
®,, u Etant ömpair; done 4v,=y, est entier. Donc 2u, et 4v, consti- 
tuent elfectivement le seul couple de valeurs de x, et y, qui ont lieu en 
(96.) dans le cas de 4» zmpair et lun des deux couples de valeurs que 
peuvent avoir x, et y, dans les cas ou 4» est pair. 

Mais les valeurs de @ qui puissent convenir aux facteurs x et y de 
s=xy s’expriment par 

98. 0,=ryril=ys,—i1 (35. et 36.), 
pendant que celles qui conviennent aux facteurs « et v sont 
9. .=uun Fl =vu—1 (35. et 36.). 
Done, faisant dans (99.) e=2uw y=4v (92) et sn —=?2u, yı=4v, (9.), 
on a 
100. 0, = u4ev, Fl = v2, —1= un +1 = vu—1 


et suivant (99.) 
0 ') Porgmer, E57. FOR 


Donc la m&me valeur o, de o, qui convient aux facteurs u et» ds=uv, 
convient aussi aux facteurs 2u et 4v dans le cas ou # est impair et v 
pair, mais ü aucun autre couple de facteurs. 


Second eas de u pair et v impair. 


Dans ce cas v=4x (92.) n’a pas lieu; car a cause de vvr=ry=s, 


cela donneroit uv=?2uy et par suite y=}v, ce qui ne se peut pas. 
Done il ny a qua supposer x = }u suivant (93.) et par consdquent 


y=2v. Cela &tant substitu@ dans (94.) on a 
1022. Zuy—lın,. =% 
A cette Equation conviennent les valeurs 
1035. u, de x, et ?2v, de Yı« 
Il faut donc que ces valeurs de x, et y, soient ou le seul ou l’un des 
deux couples de valeurs que peuvent avoir x, et y, dans (102.). 
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Mais ces valeurs de x, et y, et celles 4x et ?2v de x et y, etant 

substitudes dans l’expression (98.) de v,, donnent 
104. 0, = lu. +1 = er. lu —l1= wu, tl = vu—1, 
done on trouve comme ci-dessus 
105. 0.=1. (M.). 

Par cons@quent la möme valeur vr, de 7 qui convient aux facteurs « et v 
de s=uv convient aussi aux facteurs 4% et 2» dans le cas de % pair 
et v impair, mais a aucun autre couple de facteurs. 


XXL Si les deux facteurs v et v» de s=uv sont divisibles par 2 
tous les deux, mais etant divises par 2 donnent des quotiens tous deux 


1 2 
zmpairs, les deux valeurs « et « de « qui, dans le cas suppose de x et » 
pairs, ont toujours lieu suivant (XVII.) conviendront en m&me temps l’une 
aux facteurs 


1 1 
lautre aux facteurs ’ ’ 
1097. za 2, : ya Ivo. 


A. Car dans le cas suppos& le faeteur z—4tu est zmpair pendant 
que l’autre y —=?v est pair. Mais suivant ce qui a dte demontre (XX. A.) 
la valeur de © qui convient ü ces facteurs x et Y, qui existe toujours et 
qui suivant (XVJ.) est unique, x et y Eetant premiers entre eux, conviendra 
en m&me temps aux facteurs 2x et 4 y; c’est a dire aux facteurs x et v, 
2x dtant u et 4 y=v (106.). Donc la valeur 7 qui convient aux fac- 


1 1 
teurs x et y (106.) sera n@cessairement une de celles qui conviennent 
aux facteurs u et v. 


B. En second lieu 4» est zmpair pendant que ?u est pair; donc 


2 p) , i B 
des deux facteurs x et y le premier est pair et le second Zmpair, et sui- 
vant ce qui a &te demontre (XX. B.) la valeur de « qui convient ü ces 


1 1 
facteurs, qui existe toujours et qui suivant (XV].) est unique, x et y £tant 
A 2 2 
premiers entre eux, conviendra en möme temps aux facteurs 4x et ?y, 
2 2 
c'est ä dire aux facteurs z et ©, 2x etant =u et ?y==v (107.). Done 


2 2 
la valeur de « qui convient aux facteurs x et y, sera €galement une de 
celles qui conviennent aux facteurs u et v. 
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“ . . 1 ı 
C. Mais la valeur de « qui convient aux facteurs x = Juey=?2v 
et en möme temps aux facteurs x et »® (A.) ne peut pas coincider aveo 


2 2 
la valeur de « qui convient aux facteurs e=?2u et Yy=1v et en möme 


temps aux facteurs v et v (B.). Car si cela &toit, la m@me valeur de 


ı ı j : ® 2 1 
qui convient aux facteurs x et y conviendroit aussi aux facteurs —=4x 


2 t ö x 
y=}y, et cela ne se peut pas, puisque suiyant (XX, A. et B.) la valeur 
ı ı 
de © qui convient par ex. aux facteurs x et y ne peut jamais convenir 
1 
en meme temps ü d’autres facteurs que 2x et 4y ou 4x et ?2y, et non 


ı 1 
pas aux facteurs 4x et 4y. Done les valeurs de « qui conviennent aux 
1 


1 2 2 
facteurs e=4u, y=2v et = Ru, vy=1v et en möme temps aux 
2 


[4 ° . Pr ı 2 
facteurs « et v, sont necessairement les deux valeurs differentes « et o de 
co correspondant aux facteurs x et v. 


XXII. Si des deux facteurs z et v des=uv 
A. u est impair, ® pair, la valeur de « qui leur convient, ne peut 
pas conyenir ü un autre couple de facteurs x et y dont l’un est pair 
l’autre impair, si ce m’est que 4» soit impair, et 
B. Si u est pair, » impair, la valeur de « qui convient ü ces deux 
facteurs, ne conviendra a un second couple de facteurs x et y dont l’un 
est pair l’autre impair, si ce n’est que 4 soit Zmpair, 

Car suivant (XX, A, et BD.) la valeur de 7 qui convient aux fac=- 
teurs z et v, ne convient Jamais en m&me temps ü d’autres couples de fac- 
teurs qu’a ceux-ci: z=N2u, y=4v et z=}u, y=?2r. Donc si dans 
le cas de » pair (4.) $e=y n’etoit pas impair, =?2u ety=!vne 
seroient pas Yun pair, l'autre impair, mais au confraire pairs tous les deux, 
et si dans le cas de z pair (B.), 4u= x n’etoit pas impair, z=1u et 
y=?v ne seroient pas non plus Yuu pair l’autre impair, comme cela doit 
&tre, mais pairs tous les deux. 


XXI. Si les deux facteurs x et vo de s=urv sont pairs tous 


ı 2 
les deux, cas ou leur conviennent deux valeurs o, et o, de r (XVII), 
aucune de ces deux valeurs de 7 peut coincider avec l’une ou lautre des 


1 2 
deux valeurs 0, et 7, de c appartenantes a deux autres facteurs quel- 
conques x et y des=xy &galement pair tous les deux. 
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Car d’abord quels que soient les facteurs x et » ou x et y, sup= 
poses pairs tous les deux: il faut tonjours qu’au moins un d’eux divise 
par ? donne pour quotient un nombre zmpair: car si ces facteurs tous les 
deux divises par 2? donnoient pour quotients des nombres pairs, ils auroient 
pour facteur commun un nombre plus grand que ?, et aux facteurs de ce 
genre il ne convient pas suivant (XIII.) aucun c. 


Cela pose, soient 

A. en premier lieu 4x et 4x impairs jen m&me temps, la valeur de 
qui convient aux facteurs „x et 2v, valeur qui suivant (XIV.) est unique, 
4u et 2v dtant premiers entre eux et que nous designerons par G;,, CON«- 
viendra aussi suivant (XX. A.) en möme temps aux facteurs & et v; done 
on aura ou 0,,= G. ‚ou0,= q. . Par la m&me raison on aura ou 0,,= cv, j 
ou I,,. = iR Mais o;, et o,. ne peuvent ötre egaux. Car les deux cou- 
ples de facteurs u et 2v et 4x et ?y, auxquels conviennent les valeurs o',, 
et o;. dec, sont du nombre de ceux dont le premier est impair, le second 
pair, et suivant (XXII. A.) la valeur de o,,, qui convient aux facteurs $% 
et ?2v par exemple, ne pourra convenir A aucun autre couples de facteurs 
dont l’un est pair l’autre impair, sice n’est que 4(?v)=v soit impair, ce 
qui n’est pas, © &tant pair par bypothese, 


\ % 


Donc o;. etant &gal A l’une des deux valeurs de o,, par ex, ü 


1 i 

0, et 0; ü l’une des deux valeurs de o., par ex, ä c,, on ne peut 
ı 1 

avoir 0,=0,. Mais les deux valeurs de ro, et celles de «, sont toujours 


differentes une de l’autre de 45 (XVII): done, si peut-Ötre, bien que 
1 . 1 1 57 2 u 2 1 n 
co, ne soit pas o,, 0, etait = c,, onauroito,—= 0, —=c,.++s et par suite, 
2 1 1 1 1 Ä 
o,etant =o,+4s, 1, ts=0o,+1s+ls, ceest A dire ou 1,+s=0,.H+8$ 


„+28 


I» 


1 1 1 ı 

ou 0, 3Ss=0,V=0,. De ces deux equations on tire ou 7, — 
ı 1 I I 

ou 0,=0,+8s ou 0,=70,; mais aucune de ces Egalites ne peut avoir 


- N 
lieu, c. etant <s, positif et non pas = 0,. 


Done dans notre cas aucune des deux valeurs de 6, ne peut ätre 
egale a aucune des deux valeurs de o,. 

D’ailleurs il est ici evidemment indifierent que 4» et }y soient pairs 
ou impairs, 
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Et si au lieu de 4 et 4x, 4» et }y etoient impairs en möme 
temps, le raisonnement ä faire seroit semblable ä celui ci«dessus et le r&- 
sultat seroit le m&me, 


B. Soient en second lieu 4% et 4y impairs en mö&me temps, on 
ı 2 
aura comme ci-dessus ou 0,,=0, 0u 0,,=0,. Et comme la valeur de 


o, qui convient aux facteurs 2x et y, valeur qui suivant (XIV.) est unique, 
2x et y etant premiers entre eux, et que nous designerons par 0,,, CON- 


viendra aussi suivant (XX. 2.) en möme temps aux facteurs « et v, on 
ı 2 
aura ou 0,,=0, OU 0.0... Mais 0; et 0,, ne peuvent £tre egaux. 


Car les deux couples de facteurs 44 et 20 et 2x et }y, auxquels con- 
viennent les valeurs 7,;, et 9, de 7, sont du nombre de ceux dont Yun 
des deux facteurs est pair, Fautre impair, et suivant (XXI. A.) Ja valeur 
de c,. qui convient aux facteurs 4 et 2» par ex., ne pourra convenir 
ä aucun autre couple de facteurs dout l’un est pair l’autre impair, si ce 
n'est que }(2v)=v soit impair, ce qui n’est pas, © &tant pair par bypothese, 


‚ ’ ı 
Donc o,. Etant Egal A lune des deux valeurs de 7,, parex.äc,, 


ı 
et 0, ü lune des deux valeurs de o,, ü 0,x par ex.: on ne peut avoir 
y 1 
0,=0;. De lü on conclut par les mömes raisonnements que ci- dessus, 


qu’aucune valeur de o, ne peut ötre €gale a aucune des valeurs de o,, et 
cela independamment de ce que }v et 4x soient pairs ou impairs. La 
m&me chose aura lieu dans le cas ou au lieu de 4u et }y, 4v et 4x 
etoient impairs en m@me temps. 


Done dans aucun cas aucune des deux valeurs de 7, qui convien- 
nent aux facteurs « et v pair tous les deux, ne peut coincider avec au- 
cune des deux valeurs de 7, qui conviennent aux facteurs x et y, Egale- 
ment pairs tous les deux. 


AXIV, Maintenant a laide de ces differentes lois d’existence et 
de correspondance des valeurs de co, propres a satisfaire l’@quation (28) ou 
celle (29.) pour les differentes valeurs des facteurs u et v de s, il sera 
facile de juger le nombre An des valeurs existantes de o et par lä, suivant 
les expressions (25. et 26. X.), Ze signe de l’unite dans l’expression 
6,0303 +..:07, = Ns+1. Pour cela il ne s’agit plus que de la decom- 
position de s en facteurs « et ®, pour connoitre le nombre des couples de 
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ces facteurs tant de ceux qui sont impairs tous les deux, que de ceux dont 
l’un est pair, l’autre impair, et de ceux qui sont pairs tous les deux. 


XXV, Le’expression g@nerale de s est 
108. s = ”7”p" u, 208, 

Pı» Pas Ps> +++ Pr ©tant des nombres premiers impairs et m, an, , ın,, 
IN,5, 0... mM; des nmombres entiers et positifs quelconques, Evidemment 
cette expression embrasse tous les cas possibles. 

D’abord nous remarquerons qu’en decomposant s en deux facteurs 
u et © propres ü admettre des valeurs de o, les facteurs &gaux dans les 
puissances de 9,5 Pr> Ps> +++ Pı ne doivent jamais Ötre separds pour en- 
ter les uns dans « et les autres dans v; car si par ex. un ou plusieurs 
des facteurs ©gaux 9, de p”' se presentoient dans x et les autres dans v, 
les deux facteurs « et © auroient p, ou une puissance de p,, c’est ü dire 
des nombres plus grands que 2 pour füucteurs communs; et aux facteurs 
de ce genre ne convient aucune valeur de « (XIII.). Done, pour ce qui 
regarde la decomposition de s, dont il s’agit ici, les puissances p"', p”*, 
 E p,' n’y figurent que comme des nombres indivisibles. Eiles 
pourront donc ötre designes par de simples lettres, par ex, par P,, P,, 
P,, .... Pı. L’expression generale de s (108.) se r&duit par lü ü la 
suivante plus simple; 

18. IP" PPBPR.. DB: 

En second lieu les facteurs egaux 2 de la puissance 2” pourront 
ä la verite ©tre s@epares pour entrer en u et en ? en m&me temps, par- 
ceque a et © peuvent avoir le nombre ? pour facteur commun (XIIL), 
Mais a cause de cette circonstance m@me, il ne sera permis que de de- 
tacher 2 seul de 2”, mais non pas une puissance plus @levee de 2. Car 
si l’on introduisoit par ex. 2“ (u Etant >1) dans u et 7” (m—ı. &tant 
encore >1) dans v, u et v auroient pour facteur commun un nombre 
plus grand que 2; ce qui ne doit pas ätre (XIII.). Done generalement 
les deux facteurs 2 et 2”! de 2”, de leur eote, figurent ici comme des 
nombres indivisibles, L’expression generale de s (109,), mise sous la forme 
propre: & la decomposition dont il s’agit, est done | 


110, s = 2er PPurss Bas 


XXVI, Maintenant pour trouver tous les couples de facteurs u et v 
qui peuvent avoir lieu, il n’y aura qu’a donner ü l’un des facteurs seul, 
Crelle’s Journal d. M. Bd XX. Hift.1. 7 
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par ex. ü z, toutes les valeurs possibles. Les reciproques s=vu de 
= ur, auxquelles il faut avoir egard Egalement, seront de&jü touchdes par 
la en möme temps: car en donnant a % Zoutes les valeurs possibles, on 


‚ . Ss 
touchera necessairement la valeur correspondante de v = — pour chaque 
valeur de w. 


Cela pose, la totalit@ des valeurs possibles de % pourra &tre ordon- 
nee en quatre series. 

La premiere serie contiendra toutes les valeurs ömpaires de u, sa- 
voir les nombres 


I, P,P,P....P, 
PP; PP... PP; PP, BE...PP, PP, s. 
P,P,P,, P,P,P,.....P,P,P,, P,P,P, etc. 


111. 
PPRPRT::::PBRPPF u 


PRP:GCCH, 
c’est ü dire: tous les facteurs impairs P,, P;, P;, .... P; eux mämes, en 
y ajoutant le facteur 1, tous les produits des facteurs P,, P,, P,, .... P, 
deux ü deux, trois A trois, quatre ä quatre etc. jusqu’au produit P, P,P;....P;. 

La seconde serie contiendra toutes ces m&mes valeurs de @, mul- 
tipliees par le facteur 2 de s. 

La Zroisieme serie contiendra @galement toutes les valeurs de vw de 
la premiere serie, multiplices par le facteur 7”! de s. 

La guatrieme serie enfin contiendra encore toutes les valeurs de u 
de la premiere serie, multipli&es par le facteur ?” de s. 

On £puisera evidemment par la toutes les valeurs possibles de «. 

Le nombre des termes des series sera le m@me dans toutes les 
quatre series; car chaque terme de la premiere serie revient dans les trois 
autres, multipli& seulement par 2, 2” et 2”. 

Ce nombre sera ?*. Car en designant les co@fficients binomiaux 
relatifs ä l’exposant k, par Ä,, in, Äzyy .... An, Ar=1, le nombre des 
termes de la premiere ligne (111.) est 14+%,; celui des termes de la 
seconde ligne, c'est ü dire le nombre des produits des % facteurs P,, P,, 
P,, .... P;, pris deux ä deux, est Ä,; celui des termes de la troisieme 
ligne, c'est ü dire le nombre des produits de % facteurs P,, P,, P;, .... P, 
pris trois ä trois, est k, et ainsi de suite: done le nombre de tous les ter- 
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mes (111,) de la premiere serie est 
112, 1+k,+R+%h..+khkhel+1) = %. 

Dans la premiere serie le premier des deux facteurs u et » est 
toujours impair, le second pair. 

Dans la seconde et la troisieme serie les facteurs u et v sont pairs 
tous les deux. 

Dans la gualrieme serie le premier des deux facteurs u et © est 
pair, le second zmpair, 


XXVII. A chaque couple de facteurs 4 et v, dans le cas ou l’un 
est pair l’autre impair, c'est ü dire ou les facteurs sont premiers entre eur, 
ne correspondra qu’une seule valeur de a (XVI.). Donc la premiere se- 
rie ainsi, que la quatrieme, fourniront chacune ?* valeurs de r. 

Dans le cas ou les facteurs z et » sont pairs tous les deux, il cor- 
respondra deux valeurs differentes de « a chaque couple (XVII.). Done 
la deuxieme, ainsi que la Zroösieme serie, fourniront chacune 2. — + 
valeurs de c. 

Toutes les 2.2°Y — 2" valeurs de © quwoffrent la seconde et la 
iroisieme serie, seront differentes entre elles, les facteurs % et v &tant pairs 
tous les deux (XXIH.). 

Enfin toutes les 2.” = +! valeurs de « qwoffrent la premiere et 
la qualrieme serie, se retrouveront parmi celles de la seconde et troisieme 
serie, les facteurs u et v Etant l’un pair l’autre impair (XX.). 

Donc le mazimum du nombre des yaleurs dillerentes que peut 
avoir 0, est It, 


XXVIH. Maintenaut pour arriver aux resultats finaux, il n’y a plus 
qu’ä appliquer ce qui a ete dit (XX VII.) aux differents cas qui peuvent 
ge presenter, 

Premier cas m>?2, k>0, dest ä dire 

113. ss = 2, TR BP .:. 
Dans ce cas les series (XX VI.) ont lieu toutes les quatre; donc le nombre 
?2n des valeurs differentes de 7 sera, comme il a &te dejü trouve dans 
(XXVIL), =”, Cela donne 
14. n= i*!, 
nombre toujours pair. Donc suivant (25. X.) on a dans ce cas 
115. nn... = Ns+l, 
7 “ 
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Second cas m>?2, k=0, dest ä dire 
115‘ = 2,9”. 0 m—t>1. 
Dans ce cas les series (XXVI.) ont lieu encore toutes les quatre; car 
bien quwil n’existe plus aucun facteur impair P>1, il reste neanmoins tou- 
jours le facteur impair 1. On trouvera donc la valeur de n pour le cas 
actuel en mettant seulement k=0 dans (114.). Cela donne 
BIS. am 2, 
nombre pair. Donc suivant (25. X.) on a dans ce cas 
117. ano... =Ns-+1l. 
Troisieme cas m=2, k>0, dest ü dire 
BB. ae 2. PP Ps 
Dans ce cas ü la v£erite les series (XX VI.) ont lieu encore toutes les quatre; 
mais les termes de la troisieme serie seront ödenliguement les m&mes que 
ceux de la seconde, le facteur 7”! de s etant ici egal au facteur 2. Donc 
la seconde et la troisieme serie n’offrent plus ensemble que ?’*' valeurs 
differentes de r, avec lesquelles les 2’+' valeurs de la premiere et qua- 
trieme coincident. Donc le nombre 2n des valeurs diferentes de « n'est 
ici que 2”+! et cela donne 
im. nm ?%, 
nombre toujours pair, k ayant Et& suppose >0. Donc en vertu de (25. X.) 
on a dans le cas actuel 
120. 010,05... =Ns+1. 
Quatrieme cas m=?2, k=0, dest A dire 
12... 2.2 
Dans ce cas les quatre series existent toujours; mais comme dans le troi- 
sicme cas, les termes de la troisieme serie coincident avec ceux de la seconde. 
Done pour avoir la valeur de n dans ce cas, iln’y a qua faire k==0 dans 
(119.). Cela donne 
128: ne ?mmı1, 
nombre impair. Donc en vertu de (26. X.) on a ici 
123. 91,0%03...0,= Ns—1. 


Cinquieme cas m=1, k>1, c’est ä dire 
124. s=2P PRP...P. 
Dans ce cas la seconde et la Zroisieme series (XXVI.) n’ont pas lieu du 
tout, parcequa’il n’existe pas ici de couples de facteurs u et vo pairs lous 
les deux. Il ne reste que la premiere et la quatrieme serie qui offrent 
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chacune ?* valeurs de vr. Puis tous les couples des valeurs de u et v 
dans les deux series sont ici dans le cas de (XXII.), parceque tout fac- 
teur pair, divis& par 2, donne pour quotient un nombre ömpair. Donc les 
2% valeurs der qu’oflre la premiere serie, coincident avec celles quollre la 
quatricme, et le nombre lolal des valeurs differentes de « n'est pas 2.Y, 
mais seulement 2%. Donc on a 2n=”%% et 
125, . nam, 
nombre toujours pair, k ayant Et& suppose >1. Donc en vertu de (25. X.) 
on a ici 
16. Hn0..0,=Ns-+1. 
Sirieme cas m=1, k=1, cest ä dire 
127. = 2P. 
Dans ce cas les circonstances, quant aux series, sont les m&mes que dans 
le cas prec@edent. Donc pour avoir la valeur de n, il ny a qua faire 
%k=1 dans (125.). Cela donne 
2. nn = 4, 
nombre impair. Done on a ici en vertu de (26. X.) 
129. 0,09,05...0, = Ns—1. 
Seplieme cas m—=1, k=0, dest ä dire 
150. s=% 
Dans ce cas les circonstances, quant aux series, sont encore les mämes que 
dans le cinguieme cas. Mais ici le nombre 2* des valeurs de co, quwollre 
la premiere serie, est 2?” =1, et cette seule valeur de « coincide avec le 
%*— Y'—=1 valeur que donne la quatricme serie. Done il n’existe en 
total qu’une seule et unique valeur de «, laquelle ne peut ätre que 1, 
o devant ötre >O et <?2. Donc on a dans le cas actuel 
131. 071703 ..0, = Ns+t1. 
Huitieme cas m=0, k>1, dest ä dire 
132. = P,P.,P,....P;. 
Dans ce cas la premiere serie seule a lieu dans (XXVI.), car il n’existe 
pas des facteurs pairs. Cette serie oflre 2" valeurs dilförentes de o. Done 


on aii?2n=? et 


nombre toujours pair, k ayant Et€ suppose >1. Donc en vertu de (25. X.) 
on a ici 


1354. 01,705...0,=Ns+1. 
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Neuvieme cas m=0, k=1, dest ä dire 
135. se =D. 
Dans ce cas les circonstances, quant aux series, sont les m&mes que dans 
le cas preeedent. Iln’y a done qwä mettre k—=1 dans (133,) pour trou- 
ver la valeur de n. Cela donne 
16. nm 2 4, 
nombre zmpair. Donc en vertu de (26. X.) on a ici 
1377. anne. = Ns—1, 
Dixieme cas m—=0, k=0, dest ä dire 
138, s=1. 
Dans ce cas, 7 devant ätre > 0 et <s, il n’en existe aucune valeur. 
XXIX. Par cette &num£ration des cas, qui Epuise tous les cas pos- 


sibles, on voit que seulement dans le ygualrieme, siwieme et neuvieme cas, 
c’est a dire si 


139. == 4, 
140. u 2P,.= 28 
141, s = P, = pP"; 


on a 
142, 0,003...0, = Ns—1. 


Dans Zous les autres cas, ou il existe de nombres 7 <s premiers ä s, ona 
143. 0,005...0,=Ns+1, 

et c'est ce qu’@nonce le theor&me, qui par consequent se trouve demontr6 

par ce qui precede, 

XXX. Nous ajouterons un exemple en nombres relatif au premier 
cas (XXVIII.), avec les valeurs calculees de r, pour mettre en Evidence 
ce qui a &t@ trouve, et nous discuterons cet exemple. Mais pour abreger, 
nous laisserons au lecteur ä calculer et ü discuter des exemples relatifs 
aux aufres cas. 

Premier cas. m>2, k>0. Sot m=3, k=]72 et 

144. s= 2.2.3.5 = 120. 


Serie I. Serie IL. Serie II. Serie IV. 
u v® v2 u ® C u ® v2 u [A (v2 


ı 10 1 260 1,61 4 30 31, 91 815 31 
3 ww 411 6 ıy,ıa rReon,n a5 7 
24 49 10 12 49,109 2% 6 19,79 40 3 79 
s 89 30 4 9,89 60 2 59,119 1% 1 119 


145. 


vv. 
ar 
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On voit par ce tableau 
A. OQu’iei toutes les valeurs de « de la seconde et de la troisieme 
serie, c’est ü dire les valeurs de 7 correspondant aux facteurs # et © des 
pairs tous les deux, sont differentes entre elles (XXII.). 


B. Quw’ä chaque couple des facteurs v et » pairs tous les deux il 
correspond deux valeurs de r diflerentes de 45 = 60 l’une de l’autre (XVIl.), 


C. Qu’ä chaque couple de facteurs % et © premiers entre eux, il 
correspond une seule valeur de a (XVI.). 

D. Que toute valeur de r correspondante äa un couple de facteurs 
u et v premiers entire eux, convient en möme temps ou au couple 2u et 
Av ou au couple 4% et 2v, suivant que v ou u est pair (XX.). 


E. Que si la valeur o, de « correspond au couple z et v des 


facteurs, la valeur s— 0, de 7 correspond au couple — et — (XVII). 


F. Le nombres des termes 2% de chaque serie est ia ”=4# 
(112.). Donc le nombre total In des valeurs differentes de o, c'est ä 
dire de celles qu’offrent les series (II.) et (III.), celles des series (T.) et 
(IV.) y &tant comprises, est ici 2.2.” +; doncona n=?7'* (114.). 

G. Chaque valeur de « dans les series (II.) et (III.) (et celles des 
series (I.) et (IV.) ne nous importent ici, puisqu’elles ne different pas des 
precedentes) trouvant son complement s—c parmi les 7 des mömes series, 
on a, en faisant les produits des « par couples, (s— co) = sr —c” pour 
chaque couple, et cela, o* &tant toujours =Ns-+1, donne sr—(Ns+1) 
= Ns—1. Donc le produit des foutes les valeurs de « qui, multiplides 
par elles m&mes et ces produits divises par s, laissent +1 pour restes, est 
egal a Ns—1 Elev& A une puissance dont lexposant est le nombre n des 
couples des valeurs de 7, “est ä dire le nombre n—=?!"*,. Ce nombre 


etant pair, on a ici 
ok+i 


146. (Ns—1” = Ns+1, 
c’est ü dire, le produit des tous les nombres « premiers avec s, qui donnent 
"= Ns+l, et id=Ns+1. 
H. Maintenant la ?ofalite des nombres premiers avec 1 est ici 
1*, 7, 11%, 13, 17, 19%, 23, 29%, 31%, 37, 41%, 43, 47, 49%, 
147. | 53, 59%, 61%, 67, 71%, 73, 77, 79*, 83, 89%, 91%, 97, 101, 
103, 107, 109%, 113, 119%, 
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Dans cette liste des nombres « premiers avec s ona sur le champ marqu6 
d’un asterisque ceux qui donnent ®—=Ns-+ 1, tels qu'ils ont dte trouves 
dans (145.). Les autres, multiplies par couples, mais non pas par eux- 
memes, en donnant egalement Ns-+1 par couple, doivent parcourir tous 
les nombres « non-marques d’un asterisque (IX.). Cest ce qui a lieu 
en eflet, car on trouve 


7.13 = 6.10+1 
13.37 = 4.10% +1 
17.113 = 16.10 +1 
23.497= 9.1%+1 

148. | 43. 67 = 14.1801 
53. 77 = 34.10 +1 
73. 97 = 59.10 +1 
83.107 = 74.10 +1 


ol, comme on voit, les facteurs a gauche parcourent tous les nombres 
149. 7, 13, 17, 23, 37, 43, 47, 53, 67, 73, 77, 83, 97, 103, 107, 113 
premiers avec s— 120 et non-marques d’un asterisque dans (147.). Donc 
aussi le produit de ces nombres est Ns-+1. Mais le produit des nombres 
s qui donnent ®—=Ns-+1, etoit de son cöte=Ns+1 (147.). Donc le 
produit de fous les nombres « (147.) premiers avee s= 120 est = Ns+1, 
comme il a &t& trouv@ (115.). 

XXXI, Le theoreme de Wilson proprement dit se rapporte aux 
nombres premiers absolus. C'est un des cas tres sp@ciaux compris dans 
le neuvieme cas (XXIX.), savoir celui u m=0, k=1et P,=p, dest 
A dire m=1. Pour ce neuvieme cas il a ete trouve generalement 

150. 010203...0, = Ns—1, 
et c'est ce qu’apprend aussi le theoreme de Wilson proprement dit. 


XXXI. Qu’il nous soit permis de remarquer que la d@monstration 
que nous venons d’ecrire n’est pas au fand aussi longue quelle le paroit ötre, 
Car nous n’avons ici rien suppose de connu. Nous avons presente en möme 
temps, comme lemmes, des th&or&mes, qui de leur cötE trouvent leur ap- 
plication encore en d’autres cas, Si l’on ne compte pas ces lemmes, l’e- 
tendue de la d@monstration en elle-m@me ne se trouyera pas @tre tres 


grande. 
Berlin en Juin 1839. 





ru ZART _- 
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6. 


Bemerkungen über eine Stelle in Lagrange’s Traite 
de la resolution des &quations numeriques, 
article IV. No. 79. 


(Von dem Herrn Prof. Raabe zu Zürich, ) 





lo den zwei ersten Nummern dieser Abtheilung IV. wird die Schwie- 
rigkeit bemerklich gemacht, aus den nach der Methode der Kettenbrüche 
erhaltenen transformirten Gleichungen jedesmal die zunächst liegenden gan- 
zen Zahlen der Wurzeln derselben herauszufinden: namentlich, wenn die 
Wurzeln um weniger als Eins von einander abstehen. Es scheint (fährt 
der Verfasser fort) als mülste in diesem Falle auf jede der transformir- 
ten Gleichungen das allgemeine Verfahren (das Herstellen der Gleichung 
mit den Quadraten der Unterschiede der Wurzeln) besonders angewendet 
werden, um die einer jeden Wurzel zunächst liegende ganze Zahl heraus- 
zufinden. Diesem Uebelstande abzuhelfen, wird das in No. 79. enthaltene 
Verfahren ‚vorgeschlagen, welches ich dem Inhalte nach hier folgen lasse. 

Es seien A und A Grenzwerthe der gesuchten Wurzel der vorge- 
lesten Gleichung in x, und durch successivegs Anwenden der Methode der 
Kettenbrüche zur nähern Bestimmung dieser Wurzel sei man auf die Gleichung 
ei+n 

ett® 

geführt worden, wo — und - zwei auf einander folgende Näherungswerthe 
von x sind und ? die Unbekannte der letzten transformirten Gleichung 
vorstellt: dann kann man zu Grenzwerthen für / auf folgendem Wege ge- 
langen, Man hat aus Gleichung («.) | 





() == 








h, pe —_— 
(0) ar 
Da nun A und A Grenzwerthe von x sind, so müssen die Ausdrücke 
u a— R n'A—n 


un 
e—e'} e— ed 

Grenzwertbe von Z abgeben. Beträgt daher der Unterschied dieser Grenz- 

werthe weniger als Eins, so hat man auch sogleich den verlangten gan- 

zen Zablenwerth von /; uw. Ss. w. 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XX. Hft.1. > 
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Eine Folgerung, wie die hier von Lagrange, scheint unserer gan- 
zen Art zu denken völlig gemäls zu sein. Man wird kaum ein Beden- 
ken tragen, in dem viel allgemeinern Falle, wenn aus der Gleiehung 


x = Pt) 
t=\WY(x) 


abgeleitet wäre, wo ® und ‘W bekannte Functionen bezeichnen, eine der 
obigen analoge Folgerung zu machen. Gleiehwohl ist diese Folgerung 
nur unter der Beschränkung zulässig, dals aus beiden Funetionsformen ® 
und ‘) ein gleicher Genauigkeitsgrad für die abhängigen Variabeln erzielt 
werden kann. 

Dafs die Gleichungen (a.) und (D.) dieser Anforderung nicht ent- 
sprechen, soll in Folgendem dargethan werden. 

Die ganzen Zahlen p, o‘, 7, 7’ haben gleiche Zeichen. Man kann 
daher dieselben, wie die Grölsen 2 und x, mit positiven Zeichen voraus- 
setzen. Ferner hat man, wenn 


st 
= >x und 77 >& 
vorausgesetzt wird, die Gleichung 
oR—rı —=1. 
Wird daher durch A? der mögliche Fehler in 4, und durch 4x der hieraus 


die Gleichung 


entspringende Fehler in x vorgestellt, so hat man, wenn in einer der 
Gleichungen («a.) oder (2.) Z in +42 und x in x-+4x verwandelt wird, 
folgende Gleichung: 
At 

(tn)? —o(o/t+n’)at” 
Aus dieser Gleichung sieht man, dafs ein Fehler in der Annahme des Wer- 
thes von / einen viel kleinern Fehler in der Bestimmung von x erzeugt. 
Ja sogar, wenn der Fehler in Z, also aö>1 ist, wird man dennoch, nach 
dem was über die Beschaffenheit der Grölsen pe, o', 7, 7’, E festgesetzt 
ist, jedesmal ax <{ 1 haben, 

Hieraus folgt aber auch umgekehrt: ein in x begangener Fehler, 





() 2 = 


der sogar kleiner als die Einheit ist, kann einen Fehler in  hervorbrin- 
gen, der die Einheit übertrifft. 

Es bieten daher die oben gefolgerten zwei Grenzwerthe für ?, im 
Allgemeinen, keinen Anhaltspunct zur Bestimmuug von { dar, und, wie aus 
dem eben Mitgetheilten erhellet, auch dann nicht, wenn gleich ihr Unter- 
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schied kleiner als die Einheit ist. Nur in dem Falle, wenn eine fehler- 
hafte Annahme für x einen Fehler in ? erzeugt, der numerisch kleiner als 
die Einheit ist, wird diese Folgerung statthaft sein. 
Um diesen Fall herzustellen, suche man aus der Gleichung (c.) den 
Werth von at. Man findet 
PERL Ad 2.0 
1—o’(o'i+ nr’) ax” 
Damit nun 42<{1 sei, mufs man die Ungleichheit haben: 
ee +rR) ar <t—g (et + 7) AR 
(d) a2 < En 
(et+n’)? +o/(ot+7°) 
Ist man mit der Bestimmung einer Wurzel x nach der Methode 
der Kettenbrüche zur Gleichung (@.) gelangt, so ist der genaueste Werth 





oder 





von x der Bruch ar Wenn daher 


77 — XL = AX 
angenommen wird, so hat man mit Zuziehung der Gleiehung («.) 
1 





ee ZETEe 


Die von Lagrange durch X und A angedeuteten Grenzwerthe von 
x liegen im Allgemeinen dem wahren Werthe von x nicht so nahe als 


der Bruch 7 Die aus denselben für x entspringenden Fehler sind daher 





sröfser, als der eben gefundene Bruch 70 2 173 und dieser Bruch ist 


wieder größser als der Bruch in der Ungleichheit (d.).. Daher kann vom 
Statthaben der Ungleichheit (d.), bei der Annahme z=A oder x = N, 
um so weniger die Rede sein. 


8‘ 
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7. 


Ueber die Sonderung der Wurzeln einer Gleichung. 
(Von Herrn Dr. Umpfenbach zu Gielsen.) 





Di. Aufgabe, die Wurzeln einer Gleichung zu sondern, hat schon vielfach 
die Mathematiker beschäftigt. Bekannt sind die Auflösungen von Lagrange, 
Fourier, Sturm etc. Diese Auflösungen beruhen jedoch zum Theil auf sehr 
verwickelten Grundlagen: zum Theil führen sie auch zu sehr combinirten 
Rechnungen, und es hat daher noch keine derselben so recht Eingang in 
die Lehrbücher finden wollen. Ich will versuchen, hier ein Verfahren zu 
entwickeln, welches mir einfacher als die angeführten scheint. 

Es sei X ein nach absteigenden ganzen und positiven Potenzen 
von x geordnetes Polynom von der nten Orduung. Ich setze voraus, dals 
in demselben keine gleichen Factoren von dem ersten Grade in Bezug auf 
x enthalten sind; wären dergleichen in X enthalten, so lielsen sie sich 


leicht entdecken und sodann durch Division wegschaffen. Es sei weiter 
u E < aF_ x .... re 
dx ’ da? f dar-i 
sten, X” von dem zweiten, u. 8. w. Grade in Beziehung auf X sein. 
Es seien nun «an die aus A" 0 gezogene Wurzel von x; a(n—1), 
b(n—1) die beiden Wurzeln von A” = 0, geordnet nach ihrer Grölse; 
a(n—?R), b(n—?2), e(n—?2) die drei Wurzeln von X" —=0, gleich- 
falls geordnet nach ihrer Grölse „...; und endlich @«,d, co, d,e,.... die 
Wurzeln von X=0, auf die nämliche Weise geordnet: so ist an begriffen 
zwischen a(n—1) und d)(n—1); a(n—-1) ist begriffen zwischen «a(n —?) 
und d(n—?), b(n—1) ist begriffen zwischen 4(na—2?) und e (n—?), u. s. w. 
Um also die Wurzeln von X=0 zu finden, bestimmen wir vorerst 
die Wurzel an von X" )=0, substituiren in X? nach und nach die 
obere Grenze der Wurzel «rn, und die untere Grenze; sind diese drei Re- 
sultate mit dem nämlichen Zeichen behaftet, so hat X” keine reellen 
Wurzeln; ist das Zeichen des Resultates der mittlern Substitution das ent- 
gegengesetzte von dem der beiden äulsern, so bestimmen wir die beiden 
Wurzeln von A"? = 0; zu welchem Behufe in der Regel die successive 
Substitution von ganzen Zahlen hinreicht, um die Wurzeln genau bis auf 
‚'o zu bestimmen. Z.B. wenn zwei successive Resultate der Substitution 
von 3 und 4 +6 und —5 wären, so würde man in der Regel sagen kön- 
nen, dals die Wurzel, genau bis auf 7; ausgedrückt, 3-+ „%, also 3,4 sei. 


— X"), so wird X" von dem er- 
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Auf die nämliche Weise fahren wir fort, bis zu der Gleichung X = 0; 
von welcher wir dann die Wurzeln genau bis auf z!, bestimmt und uns 
so überzeugt haben werden, dals sie aulser diesen keine reelle Wurzeln 
mehr haben kann. 

Beweis. Es stelle (Fig. 1.) die Curve vor, deren Gleichung „= X 
ist, so ist klar, dals in sämmtlichen Puncten, wo sie die Axe der X schnei- 
det, der zugehörige Werth von x eine Wurzel der Gleichung X = 0 ist. 
Es seien F' und E zwei solche aufeinander folgende Puncte, so ist weiter 
klar, dafs es zwischen F' und E einen Punct der krummen Linie geben 
muls, in welchem die Tangente der Axe X parallel ist. Einen solchen Punct 


. . . ._ dy - 
bestimmen wir aber, indem wir 7, = setzen. Wenn also = OF =c, 


x—=0E=d Wurzeln von X =0 sind, so ist =0N=c' <. als die 
eine jener Wurzeln und > als die andere. Zaischen zwei Wurzeln von 
X=0 ist also immer eine Wurzel von X'—=O enthalten. 

Zwischen zwei Wurzeln <= 0P=d’ ud =0S=e vonX'—=0 
ist nur dann eine Wurzel e=0G=e von X=0 begriffen, wenn die 
Resultate PO und RS von z=d‘ und z=e' in X mit entgegengesetzten 
Zeichen behaftet sind. Wenn aber = 0S=e undxs=0T=[/’ zwei 
aufeinander folgende Wurzeln von X’ =0 sind, und wenn die Resultate 
RS und UT der Substitution dieser Werthe in X mit den nämlichen Zeichen 
behaftet sind, so findet zwischen #2 und U kein Durchschnittspunct mit der 
Axe Statt; es deutet also dieses eine imaginäre Wurzel von X = 0 an, 

Die Gleichung X” = 0 steht aber zu X=0 in der nämlichen Be- 
ziehung, wie X=0 zu{=0; ebenso X"'=0 uX”’—=0, .... Wenn 
wir also auf diese Weise von X!) ausgehen, so wird hierdurch das Ver- 
fahren geboten, welches oben angedeutet worden ist. 

Beispiele. Es si A = x’—S2’+122°+16x2—39 = 0, so ist 

X 4 — 24 +24dc +16, A112 —487 +24, XL’ Mar—A4S, 
Die Wurzel von X‘ = 0 ist hier 2; die Wurzeln von X = 0 sind 3,4; 0,6; 
die von X =0 sind 4,4; 2; — 0,4; die von X=0 sind 5,4 und —1,4. 
Die beiden Wurzeln von X = 0, welche zwischen den Wurzeln von X’ 0, 
4,4 und 2; 2 und — 0,4 fallen sollten, sind also hier imaginär. 

Es si X =." — I +32 +7 —4=0, so ist 

X =4r—- +6 +7, KA ee—30r +46, A’ eMUr— 30, 
so ist die Wurzel von X’ =0, 1,25; die von X” —=0 sind 3,2 und 2; 
die von X’= 0 sind 3,0; 1,2; —0,5; die von X=0 sind 3,6; 1,7; 0,5; —1,1. 
Gielsen den 26, Februar 1858. 
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8. 


Theorie der Modular-Functionen und der Modular- 
Integrale. 


(Von Herru Dr. Gudermann zu Münster. ) 


(Fortsetzung der Abhandlung No.1. im Isten, No.10. im 2ten, No. 15. im 3ten, No, 21. im 4ten Hefte 
des achtzehnten und No. 2. im Isten, No. 8. im 2ten, No. 12. im 3ten Hefte des neunzehten Bandes.) 





Vierzehnter Abschnitt, 
$. 165. 


Die Modular-Fnnetionen, dargestellt als Produete unendlich vieler Factoren. 
, te) 


> . u . 
SD zt man in der Formel (7.) $. 157. en statt v, so kann sie, wenn 
man auf das Schema der Specialisirung der beiden in ihr vorkommenden 


Regulatoren (a, 3) und o(@, 2) sieht, als ein Product von Producten dar- 
gestellt werden. Wir können setzen 
sn (4) = n sn (2) En, 
n E.5-6.9 
wenn die gewählten Zeichen die folgenden Bedeutungen haben 


gn* (*) \ 
































f=Plı- — für a +3, +4, +6,....+0—1), 
sıl“ ( - ) 
MEER 
n—=P li— 2PBiK je 22= +, +4, +6... nl), 
\ su \ er ) 
f sn? (— Y 
C = Pit .. Ar für die Verbindungen der vorigen Werthe 
\ en? | er ) yon 2« und ?2£; 
l sn? (= 
oO = Plli— yy. — ar | für dieselben Verbindungen der Werthe 
‚[2eah—2Pi 
EEE), yon ?e und 2ß; 
{ nn (= 





für a =2,4,6,....(n—l); 





Viersehnter Abschnitt 1.165. 63 


sn? (=) 
n 





| 2B+1=1,3,5,...n —?2); 











5 = Pll— -_ — 
‚(2B+V:K 
u ( 7 )) 
sn? (*) 
G= Pl1i— ( SELRBIT: “) für die vorigen Werthe von ?« und 
ar n 2 ß +1 ; 
sn? (=) 
9 = Pll— «- für dieselben Werthe von ?« und 








IJakK—QRPAHI)iK 
su: ( o + ) ) 28-1. 
Die Zahl der Factoren jedes der acht angegebenen Producte vergrölsert 
sich gleichzeitig mit 2 und wird unendlich, wenn r unendlich genommen 
wird. Nehmen wir aber 2 unendlich, so erhalten die vorigen Formeln 
sehr merkwürdige Gestalten; sie werden einfacher, obgleich die Menge 
der Factoren unendlich grols ist. Um die Grenzen zu finden, erinnern 
wir uns, dafs die Reihe für snu die Gestalt 

su = u+awW+ bu + etc. 

hat. Daher ist 


bu® 


n* 





u au? 
n sn (“) = u, 2. 


n? 





re . . I . 
Wird also n unendlich genommen, so wird n sn () — u. Ferner wird 

















u au? hu? 
sn — uU B 
n 7 n? -- nt 
mv am’:v° bm’v° 9 
nt m+t 
n n? ut 


u 
sn — s 
— . Hiernach 
mv 








Daher wird für ein unendliches 2 das Verhältnis 
sn -—— 
n 


verwandelt sich das erste Product in 


YV= p(ii— —_—.). Ferner ist B = P(i+-—); 


2aK) (2 FK’)? 


| u? u? 
em rer on) und D= Bi Far za): 








und die kleinsten für & und ß zu nehmenden Werthe sind nun &=1 und 
ß=1. Uebrigens wachsen die positiven ganzen Zahlen & und ß ohne Ende, 


2 K . - 1 . ” 7 .. * 
Da sn (= +iK‘) = -—— ——— ist, so wird das Verhältnils 
n 2aK 
kn ( - ) 
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u 
sn (-) 
“— f2a0K -A+ie) 
, u? 
Ferner ua 5=P (1-+ P FH% 4); Fr (1 GemFaaFıEY) 


u? 
und 9 =? (1— 2a«aK— (2 Per) 9 
Setzt man auch in den Formeln (8.) und (9.) $. 157. jetzt — für n, 
so erhält man 


onu= ont). und dnu= do (+). = = - 5 


wenn man der Kürze wegen setzt: 


sn? 2H \ 
n 


—= ksn (=) sn (*) = 0, wmdalo &=1, 











sn 




















für 2 +1 =1, 3,5,....(n—2); 














g=Pplı— für = 2Y,4 6... nm); 
sn? (x+2& ) 


\ 
(____ 6) 


2 = Pill 'KL2BiK 
(EEE 7 i 





für die vorigen Werthe von 2« +1 

















| ” und 2ß; 
sn? (X 
mM = PIl— Bart ro für dieselben Werthe von 2«-+1 
sn? ( 2 ) und 2ß; 
f sn? (>) 
= Pii— —— En für a +1=1,3,5,...n—?2); 
® | kr) ee ); 





ne (&) 
Be . — | für 2? +1 =1,3,5....(R—2); 
sn? («+ -2E22) . 


sn? (-) 
- Te )K+2PA+N)iR -) 


n 











für die vorigen Werthe von 2& +1 
und 2ß-+H1; 








für dieselben Werthe von ?« +1 
und 2ß-H1. 


sn? (*) \ 
m) 
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Setzen wir auch in diesen Formeln z unendlich grols, so wird 


ya P(1— o-49E7)- 
Baer, £ (FE) 


z y 7 
n 


sn () r dn ei: er —) ( R 


sn(K +2) Be cn 2 =) — 0 für ein unendliches n: 
n 


n 
folglich wird $=1. Das Product % wird 








; also 








Ferner ist sn (K + 

















Ä u? yon Bu u : 
x = Pl (Go FDRFIRRT) und M=P(l GRFOK-TRRT) 


weiter wird N=1, D9=1, =P(1— GefuEFarrnN) und 








u? 
2=r (1 Fre ER FEne) 
In allen diesen Formeln sind « und ß positive ganze Zahlen, welche, 
ron den kleinsten Werthen an, ohne Ende wachsen; nur darf nicht ?« = O0 
und 2% =0 sein, wo 2« als Factor von K und ?2ß als Factor von iK'’ 
vorkommt. 
$. 166. 


Ausdruck der eyklischen Modular - Functionen des Argumentes u durch hyperbolische Potenzial- 
Functionen des Arcus n7‘u, ion der Form von Producten unendlich vieler Factoren, 


Aehnliche Ausdrücke durch gewöhnliche cyklische Functionen des Arcus nu. 





Die im vorigen $. gefundenen unendlichen Producte gestatten noch 
eine namhafte Zusammenziehung, durch welche ihre Anwendbarkeit sehr 
vergrölsert wird. Dazu dienen die in $. 6l, und $. 62, des ersten Theiles 
gefundenen Formeln 


sin (5) a Schar ErmL Sin (F) un .PpCı + am): 
cos( „E Me Bu £., und (os 7) 2 eo N 


in welchen das den unendlichen Producten vorgesetzte P ändeutet, dafs 











«1 der kleinste für & zu nehmende Werth sei. Durch Anwendung die- 
ser Formeln findet man für einige unendliche Producte des $. 165. so- 
gleich die folgenden einfacheren Ausdrücke: 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XX, Hit.1. Q 
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A=Plı- Jerlı- 5 ö > 


2a K): Qe): 
en ra) Men > 
Oo 


5 p t = Ga i = Cs (FE); 


sr er 
s=P 1 Ba} Aw cos (7). 


ı 





2K . (>23 
Ge 4 Vu IK 5 


st 








\ 


In den vier noch übrigen auge 





ns 
Del a ) 
2.2 R ine Gar ITER ” (2« K—2/PiK’)? 




















G. 9 nn P (1 — (2a K-+(2 ZT ik’)? Ya ( BEL Fer m) 
MM P (1 — (2a«—1) ee Tr aa &GZoR=3 Farm) 

r 9 
nm ? (ı 1 (( 3 DELG@F- 1)iK‘) EN ER (2e—1) A— 25—1)iK‘)? „) 


können die a Factoren nicht nur in einer reellen Form darge- 
stellt werden, sondern es können auch diese Producte zugleich so umge- 
formt werden, dafs die obigen Formeln, durch welche A, ®, 5 und‘ \ ein- 
facher dargestellt wurden, auch auf Kan vier Produete angewandt wer- 


den können. Es ist überhaupt (1— GE a) 1 — 5) 


” (1-51 +4 1 1 — 2) 


* (a+bi—u) (a+-bitw)( a—bi—u)(a—bitu) _ ((«+u)?+db?)(a—u)?+ b?)) 
. (a?-+-b?)2 (a?-+b°)? , 


(1 — n? Yı— e ) B- (1 HC) 
(«+bi)? (a—bi)? (1 +) 














und also 




















Hiernach können die allgemeinen Factoren der vorigen vier unendlichen 
Producte auch also dargestellt werden: 


EN) 
PA aM y 
Pe (+) 
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Bl EHE) 








G.H5= > ; ’ 
r (1 y ® Fe n .) ) 


EEE) 






































N) 
(+) | 
NEN 
9) = P (14 Er) , 
1) K’ 
Setzen wir pun, wie in $. wieder Y=3n: (wir werden uns im 


Nachfolgenden immer dieser Bezeichnung bedienen), und sehen wir vor- 
lüufg « als unveränderlich, hingegen ß als veränderlich an, so ist 


Pi + = Sin(lay'Ktnu), 
25K Rayktyu ° 


2«aK-+u (1 2a K—u ) 
P ((1+(5 AK ) +(- 28K ) 
» Zah 
- (1 ur ) 
(2ary’K Sina K+r u) Sina’ K— ru) 
— Zar’ Kr — ru)? Sin?(2«ny'K) e 


und da Sin(«a+b) Sin(a—b) = SEin’a—Sin’b nach $. 13. des ersten 
Theiles ist, so erhalten wir den Ausdruck 








also 






































P (1 Sin?n’u ) 
y Sin?(2ar’K 1 in?’ 
En 2a. Ei Suse | Ein y’u 
p (1 (+) ) Eon Gin?2«an’K 
: 2cK 
Ganz eben so findet man 
f Gintr’u \ 
Pii— re 
Km! \ Sin? Ba in7R) re fj _ Sn? 5 ) 
A P (1 — AT )‘) u Pl  Ein?(2a TR 
\@a—DK 


Ferner ist, wenn wieder & als unveränderlich angesehen wird, 
2aK+tu )) 2. 

nn ng ) k ‘ re, . ‘a . 

(1 I+\ 33 _1)® Sos(luykKrtrz); 


n 3(9 ıK_ 
daher ist G.9 = penlen K+r'u). u ey K— ru 
eu5’(2ur’Ä) 








‚und da 


Sos(a+b). Ges(a—b) = kosa Los’ db — Ein’a Sin’d= Cosa+ &in’d ist, 
6) ”r 
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so kann die vorige Formel auch also dargestellt werden: 
. AM Sin?’y/u 
6.9 = P ji +- \. 


08? 2a’ K 
Ganz eben so Gindet man das Product 


er Sin? nu 
u de Fi { ern 
u.d.B.C.D 


Werden die gefundenen Ausdrücke in den Ausdrücken snu = 3.6.9 ; 


a QR } 
nu—it und dnz = AL 
8:-6.9 8:-6.9 
Formeln: Sin?y’u 
Ein’2an’K 
Sin?ny'u 
{ 7 
+ G05?2uar' K 
{ Sin?yu ve. 
1 p Sin? (?a—1)r’K 
Cyu', 1+ Sin?ny’u 
G05?2an’K 
Sin? nu 
1 IH GRa_TırK 
Coru”, 

















substituirt, so hat man die folgenden 


@ 








 m= — Tang yu.P ; 
1 











2. enu = 





5 








3. dan 





Sin? y’u ’ 
UI TTIPTTZ, 

_ _ Sintyiu 

Sin?’2ay’K 

. Sin? y’u 

Sin? (2a—1)n’K 
naeh welchen man für jeden beliebigen Werth des Argumente « die 
Werthe der vier cyklischen Modular-Functionen dieses Argumentes be- 
rechnen kann, sobald nur die den Moduln A und A’ zugehörigen Modular- 
Quadranten K und K’ bekannt sind. Diese Quadranten können aber auf 
mehr als eine Weise nach den früher entwickelten Formeln berechnet 
werden. Die Formeln setzen den Gebrauch der Tafeln der gewöhn- 


lichen hyperbolischen Functionen voraus, und convergiren immer. Die 











zz 


. w= { Siny'u.P 
7 1 














\ . . on KK . ni 
Convergenz ist desto rascher, je größer „K = Sur d. h. je gröfser der 
Modul k ist. Wir fügen, da snou—= —- ist, zu diesen Formel noch 
die folgende: 
A Sin? y’u 
5. sncu = P a En 
2 WEN _ » &.. j 
C03? (2a—1)n’K 
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Zusatz. Vertauscht man in den vorigen ER den Modul % 


. 4 ME 
mit A’, so verwandelt sich dadurch 7 = > my, > Setzt man außser- 
dem us statt x, so verwandeln sich die vorigen fünf Formeln in 















































1+ sin?yu 
6. snu = 1 sinnu.P Sin? 2anK j 
7 1 sin? u 
Ir zu (2a—1)yK: 
sin? y u 
7. ecnu = cosyu.P  &ö?2ayK } 
ı 1+ sın? yu 
Sin? (2«—1)n7K' 
6 sin? yu 
8. dnu = pP &05? (2a —1) 1) l 
1 sin?» u 9 
tm 2 (20 —1)7 7a 
1 + En fg 
9. muı= 7 tangnu.P re 
 &8?2«7K 
"re sin? yu 
10. snu = ze edhire no f 
1 sn yu 
Cs? (?!a—1)nK 


In diesen Formeln kommen theils cyklische Functionen des Arcus nu, 


ı 


theils hyperbolische Funetionen des vervielfachten Arcus 7 K'— IE vor, 
und die Convergenz der Formeln ist um desto gröüfser, je grölser das Ver- 


hältnifs = ‚ d.h. je kleiner der Modul k ist. In allen diesen Formeln 
sind für « die mit Eins anfangenden Zahlen der natürlichen Zahlenreihe 
zu setzen. 


$. 167. 


Aenderungen von 7’ and der byperbolischen Functionen von n»y’K, wenn der Modul X mit e 
c 


vertauscht wird; und Aenderungen von 7 und der hyperbolischen Funetionen von nn K’, 
wenn der Modul & mit = verfauscht wird, 
1 . 
Setzt man — statt des Moduls A, so verwandelt sich.nach Zusatz 1. 
zu $. 31. der aan K in kA K—iK') und K' in kK, also n in 


K 


. Bi 
gt Da nun 9 ur j. ist, so verwandelt sich 
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‘ 


y in . 
Wird daher gleichzeitig ku für % gesetzt, so bleibt y'% ungeändert. Setzt 


ıK 


man ferner p=e "X — eK 


‚ so verwandelt sich 9 in e-Ktiri — p.et, 


und da e" = cost + isin}z =ö ist, so verwandelt sich, wenn - statt 
des Moduls % gesetzt wird, 

p un pe und p" in —p-i, also 

pin—p wd pp” in —p, 





Es ist 
” mu eK Cos(ny K)— ©Sin(ny’K) und 
pP” =e"*" = Gbos(ny K) + Sin(ny K) = 2. 
also ist , 
Eos nf K)= 4(; +) = IHR" und 
P “p 
Sin(nykK) = 1 b —p") = rg), 
p <p" 
Da sich nun p” in (—1)”p”, also 9°” in p" verwandelt, so verwandelt sich 
Cos(?nr'ÄK) in a und Cin(Inv’K) in Re 7 


(—1)" 2 p%* (—1)"2p?*? 


oder auch 
Cos(ary’ AK) in (—1)”.Cos(?nnK) und Ein(Iny’K) in —1)". Sin(ur’K), 
Da sich pt in (—1)"p”t'i, also p”# in — p”# verwandelt, so ver- 
wandelt sich 








Y= . ” « 1 u 5X pt? 1 4n+?2 
Soe(Qn+1)„’K) in Ze in{/? „RN; +p 
Tee 12; und Sin((?24-1)7‘K) in (1) apart; ' 


also verwandelt sich 


un N Sin 1) »' 
Eos(2r+1)y" K) in S re A) ut 





Ein(2n +1)" K) in ern) 


..) = 
jr 





Fassen wir die gefundenen Resultate zusammen, so haben wir 
den folgenden Lehrsatz: 


Setzt man 





statt des Moduls A, und ku statt x, so verwandelt sich 


h 
Rn | 


F . I ” .. * 
„an — und n@ bleibt ungelindert. Ferner verwandelt sich 
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p in pi, also pP in —p”. 

Sos(?nn’K) verwandelt sich in (—1)". Cos (Inr’K); 

Ein(2ny'K) verwandelt sich in (—1).Sin(2nn’K); 
Sos(Qa—1)n‘K) verwandelt sich in (—1)”.2. Sin((In—1)y K) und 

Sin((Qn—1)y‘K) verwandelt sich ia (—1)".2. Cos((r—1)nK). 

Setzen wir g= e”*, so können wir aus dem Zusatze 2. $. 31., 
oder auch aus dem vorigen Satze, durch eine blofse Vertauschung des 

Moduls mit dem conjugirten, den folgenden Lehrsatz herleiten: 


Lk 
Setzt man 27 statt des Moduls A, und Au statt vw, so bleibt y« 


. ” . N ; 
ungeändert und es verwandelt sich 7 ia -,. Ferner verwandelt sich 


gin ge, also g’ in —g”. 
Sos(2nyK’) in (—1)".Cos(2nyKY); 

2. Ein(!nynK) in (—1)".Sin(2nyK'); 
Sos(2r—1)yK') in (—1)”.Sin((!n—1)ynK’') und 
Sin(2n—1)yK) in (—1)"i.Cos(Q@n—1)7K)). 

Zusatz. Ist A>sin}r, also K>K, so ist YK>!r: also ist 


’ 2 1 ’ . . 
y'K > 14 oder p< ® Eben so ist << wenn k<Zsinlrz ist, Da 


K 1 5 - 
lg = 47.2 und g - =I7.5 ist, so ist 
1 1 ’ 1 1 | 
bi — — 4 E ? oi— |], _—— = | 
log 5 log - (47), oder log (53) log (2) 7 


und dieser Gleichung gemäls lälst sich p aus g oder q aus p berechnen, 


selbst ohne den Modul zu kennen. Sind » und g gleich, so findet man 


1 ’ ’ R . 1 
yay- 34° Die kleinste der Zahlen »° und 9? ist also immer <n° 





Die Zahl p ist desto kleiner, je gröfser der Modul % ist, und q ist 
desto kleiner, je kleiner der Modul A ist; beide Zahlen hängen nur vom 
Modul ab und sind immer ächte Brüche. Wir werden im Nachfolgenden 
die Zeichen » und g immer in den Bedeutungen p= e”* und y= e"* 
beibehalten, 





$. 168, 


1— X ’ 
Aenderungen von p und q, wenn statt des Moduls % der kleinere 1er gesetzt wird, 


1—k' 


Wird statt des Moduls & der kleinere Modul X = irr 





gesetzt, 80 


verwandelt sich nach $. 54. der Quadrant X’ in Z/’=(1+4)K', also ı/ 
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(1 Su 





—. Setzt man also gleichzeitig v = für u, so verwandelt 





Da nun — —=4.-; ist, so ist ir.Z =}.47.2, daher verwan- 
rw statt des Moduls % gesetzt wird; also auch p” 
in p°", folglich Gos(ny’ÄK) in Cos (= =) und ®in(nn‘K) in sr ra), 


delt sich p in ?°, wenn 


Wird wieder statt des Moduls % der kleinere X = Ir „, gesetzt, so 





1 2 
verwandelt sich X TE .K, also n in Tre’! Wird gleichzeitig 
v—= Ei statt % u so bleibt „% ungeändert. Da ferner E = 2.2, 
2’ ei . e 
also auch 47. = 2.47. ist, so verwandelt sich q in 9°, wenn 
1— ı' 


. == Ier statt Ak gesetzt wird, 


Hiernach verwandelt sich also Cos(nyK’) in Cos(2nyK’) und 
Ein(ny RK’) in Sin(InnK'). 

Die so eben entwickelten Sätze dienen, in Verbindung mit den im 
$. 51. bis $. 54, entwickelten Formeln, theils zur Herleitung einer Menge 


neuer Formeln, theils auch zur Prüfung der bereits hergeleiteten, Zu den- 
selben Zwecken dienen auch die in $. 166. hergeleiteten Formeln, 


$. 169, 


Ausdruck der eyklischen Modular-Functionen durch reelle Exponential - Gröfsen. 


Setzt man in den Formeln (1.) bis (4.) $. 166, der Kürze we- 


ad . . x 
ven x = e”“ und, wie vorhin, y=e"*, so ist ©Sinnyu= BER also 





























- 2°— 2 B zn 1— 292? f 
Snyu=- T und Sur K=t-E ——— , also Sin’„K= — pPtPp ! 
Hiernach ist 

Sintr/u __ 24x , _ 1—2pt pt —p? a? +2p? —pran 

Sin’’K —2p’-+pt": (L—p?)? ’ 
ode: Ya FE EN Ä 
oder 1= &; "7 ee .= re Eben so findet man 

1+ Sin? ” "u (ip? ar)/1-Fp? Ei 
Gy, KR — —TTirp)t 


Setzen wir nun zur Abkürzung 
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(1— px’) (1— pr’) I—p"x’).... 

1 Per)il— pr) p" x’) er 

= (1+pa’)(I+pax’)(I+p"x?).... 

—= (I+p!&)(I+p’r)(1+p”x).... 

= 1— pa) 1 par”) —p” x”)... 

= 1— pa”) I— pa”) i—p"x°).... 

— (+PaY) + Pa d+P RN)... 

= 1+ pa) I + Pa) p”x).... 


a= (1) —p)A—P)A—p").:..- 

9, | v = (pP) l—p}) dp") p").... 
| e= (+ P)A+P)AHP")AHP"):--» 

p = (+ P)A+P)A+PN)AH+P").-.. 


so erhalten wir für die cyklischen Modular-Functionen des Argumentes u 


Y—= 
B— 
g 
D 
y’ 
BB 
G 
Kal 


und ferner 





die folgenden Ausdrücke: 

















FE 1 d? ar —l UW 
sn PZ a? '2?41'D.D? 
a Si dE 22 83.9 
ui > b? "x? +1°D.D? 
Pi d? 2x 8.6 
3. dou = a mt DD 
c? B.9B’ 
snecu = 2?'C.@? 
Fe 1 52 z22—1 %% 
{nu — y!’a®t' x BB? 


und es handelt sich nun nur noch darum, die einfacheren Bedeutungen der 
durch a, b, c, d bezeichneten Producte und ihrer Verhältnisse zu einander 
zu finden. Eine Relation unter drei von diesen vier Gröfsen findet sich 
leicht. Es ist 

ab = (1—p’) I— Pi) A— pP) A—p)ıI—p").... 

e.d= (+) HP HP")... 
Daher ist ab.cd = (1— p})(I—p’) I—p")1—p")...., oder ab.cd= au, 


und also 
4. bcd = 1. 


Setzen wir ut :K’ statt v, also y"’w+} ri statt n’w, so’ verwandelt sich 
x = e'" in x. also x in x2; also verwandelt sich dann A in D und D in 
A; ferner A’ in D’ und D’ in A’; aufserdem verwandelt sich B in GC, 
Sin B, B’ in © und ©’ in B. Der Ausdruck 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XX. Hft.1. 10 
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BR 1 d? ct—1 U. 

HS aa dd 

verwandelt sich also, da sn(u+iK)= — ist, in 
u 

1 _ 1 @ 2 DD, 

kanu Mar r—1'A.W’ 


und wird diese Gleichung mit der vorigen multiplieirt, so erhält man 


% z) = l 
y' "a? a nn 


4 








ee eh 
; na: " Vx’ 
. ° Be e? 9 . B . . | 1 
. Die Gleichung sneu= ,;. sc verwandelt sich, da sne(« +: K') = er 
De da 1 c? 8.6 . te . a e’\ ? 1 
ist, in — = 7 8.9° und die Multiplication beider giebt also (3) =- 
oder 
c? 1 
» eg 


Die übrigen Verhältnisse, wovon aber nur noch eines fehlt, um a, b, c, d 
einzeln bestimmen zu können, lassen sich nicht dadurch finden, dals man 
u--iK’ statt u setzt; man muls vielmehr K— u statt u setzen; also "K— nu 


. . ‘ zu . 1 cß1 
statt 7’. Dadurch verwandelt sich x in e”*.e"", also x in — = — oder 
«U pP 


2) . : En n 2 
x in — und x in px”. 
P 
Macht man hiervon Gebrauch, so verwandelt sich I in 


1 — pa?) A— pa) I—p"x”*)...., oder A verwandelt sich in B‘; fer- 





ner A in d— par) I—p" x’) I—p"*x”).... oder A in a — , also A.A' 











1 
j B.8 - a2 —1 a [mt u 
in 7 ech Da sich nun auch Full n verwandelt in ?* 
u ı Pr. fi 
1I—p? x? 


= — —— , so verwandelt sich 
“PX 





Ir 1 
DU 
A x 


Fine 


Es verwandelt sich ferner B in (1— x”) (I— px") 1—p’x””).... oder 
acr—1 


in ——.%W, und © in (— p'x’) I—p’z’)(I—p"”x').... oder B’ in X: 
also verwandelt sich B.’ in in. A.A und 


x 
B.B3 . zAa—t %% 


——— .. r ’ * 
2X x 











2 
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Es verwandelt sich C io (I+ =") (1+ px’) I+ px) I+p"x”°).... 

















oder & in — .D’ und C’ in (1+- pa’) (1+p° x) (1+p"x°).... oder C’in D, 
also auch 

G.E’ . z°+1 D. Da 

— "i . 

2 2% = 
Endlich ändert sich D in (I+ p’a="")(I+ p’ x” RN. .. oder D in ©’; 
ferner D’ in (1+pPxr’) I +p"z’)(1+p"x?).... oder D’ in wir . Da sich nun 
1 
214 —1 — px alas 

en tr verwandelt in FZ 5  —— SE ,„ so verwandelt sich 


? +1 ’ 
is m .D.D‘ in ni Zi 
2x 2p% 





Nun hält es nicht schwer, auch die übrigen Verhältnisse zu finden. 


’ . 1 d2 2-1 %.Y - 
Setzt man in der Gleichung u Bud 32 88° K—u statt u, so 





verwandelt sie sich in 

















1» 8.8 &? Ab 22 88% 
Ne @_DIW oder Ipwu= nn. 1.7’ 
1 Bi 1 °\? 
und da tn%#.tneu = — ist, 80 ist —& —_ “ 5) oder 
k k’ y «a? 
7 En. } 4 
” D ’a? r* 
-% 2x G.e . m 
Da ferner dnu = 341 DD ist, so erhält man 
d? Er . dne cu d? x?+1 D.TD’ 
ce DO. erde "Fer a re 
FE u d?\2 
und da dnu dncu=X‘ ist, so ist u (5) oder 
d? Yı 
8. Pr ovp’ 


Dividirt man (5.) durch (4,), so erhält man 


d? iz 
Ta 2Vp” 


Werden diese Verhältnisse io den Formein (3.) substituirt, so erhält man 


9. 
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‚ DE I cu © 
MUS dd 
k’ 
HE. ‚5 283% 
ni 2 2VYp at!'D.D? 
10. “ ‘ 5 / 
nur 2 00 
2Yp'wtar!'D.D 
2 mu 
MU= :.7W 


2Vp z— a 4X 
FR u ww 
Die Formeln, woraus diese Ausdrücke hergeleitet worden sind, können 


{nu = 





auch wie folgt dargestellt werden. Verwandelt man u in K—u, oder x& in 


| R 
— , so verwandelt sich 

















px 
1 j n B.B' 

N. W.2yp in SVn* 

_—_ [el 
—— .U.W.2Vp 
B.B' ın a 

1l. 4; 

ei 2777 9.D.2Vp 
.6’ in zV5 a 


xt n,2 &.C 
DT vp in v5 
- AM.QYp und ®.%‘ sind daher von der 


Art, dals, wenn in der einen von ihnen K—u statt % gesetzt wird, das 
Resultat gleich der durch x y’p dividirten anderen Function ist. Dieselbe 





. . f} I 
Die beiden Functionen 


Bewandtnifs hat es mit den beiden Functionen Ange D.D.2yYp und EC“, 


2 


Zusatz l. Multiplicirt man die Gleichungen (7.) und (8.), so er- 
b?d? 





<> 1 
hält man e == 1, also 


u ac\’ d+p?)t—p*) d+pP)i—p*)....\? 

12. K=H4r.(-) =1!r 2 p )\ITp P 

” : (6) r re en m 3 
Nimmt man p willkürlich an, so kann hiernach aus ihm jedesmal AK’ ge- 





1 eK ıK ww i 
funden werden, und da ro e"*, also N u log 7 ist, so findet sich 


dann ÄK nach der Formel K= gt, oder also: 
” pP 


»__ (!+p? 1—p* 14+p? 1—p° u 1 
15. Be .) lg. 
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Den Modul % giebt die Formel k = (>) oder 
__ fi—p? 1—p® Img 1—p!* 4 
4. k= (br er ren IE) 
Setzt man hierin p für p°, so verwandelt sich nach $. 168. der Modul % 


ü 1— X n 1— X I—p 1—p? 1—p° 1—p’ )' 
ın IT’ daher ıst ae he r und also 


1+p i+p® 1+p° 
log V!tE = 410 tr a). 

















ik’ 


Setzt man hierin p: statt 7, so verwandelt sich % in z 





1 . 
— , also A‘ in 


z ‚ und 


es ist also 





k' 

1, +7 ie V((tr: 1— pi 14psi A—pti 

08 ı/ HE Aa «log I— pi Ip pi Ibn)" 
k 





re . k’ 
Wird also k = sind, k’= cos$ und = tang (}7—$) gesetzt, so hat man 


15. 247 —9) 
= 48 aresin (p) + #8 arc sin (p’) +48 are sin (p°) +48 are sin(p’)+.... ete,, 
16. I7—9 
— 4arc tang(p)—4arctang (p’) + 4 arc tang (p)— 4arc tang(p’)-+.... etc. 
Wird » mit g vertauscht, so vertauscht sich K mit X’, k mit %‘, und 


r 


. . K n 
!7—$ mit. Wird aulserdem v =47. x , also g=e”’ gesetzt, so hat man 





a (se Ze Zug tr Zunge... 
R "\ang v . Zang3v. Zangdv.Zang7v....) ? 


K ii (a ung Su Bang er Sangey.. 
y "ARangv. Zangdv.Zangdv. Zang7v..../ ? 


k' = (Tangv.Tang3v.Tangdv.Tang7v.Tang dv ....)', 
89 = 4Rarec sin (e”) +4X arc sin (e°”) +4 X arc sin (e””) +4 R are sin (e”)+., 
d = 4arctang(e”) —tarc tang(e”) ++arc tang(e””)— arctang (e’*) — 





Zusatz 2. Verbindet man mit der Gleichung bed = 1, oder 


2 
bed’ —=1, die Gleichung n = 7 so erhält man c*. d? = ;‚ und da 
= _2VPp: 
Ye 


7. ce IA AFPNIUHN) el". 


ist, so ist 























78 8. Gudermann, Theorie der Mod.- Funct. und der Mod. - Integr. $.170, 


R b$ R R u 
Wird die Gleichung — = kyk mit der vorigen multiplieirt, so entsteht 





. 2kV | | 
8 ver = MU-PU-MA-P)A—PN 
rp ‚ ; d® MH .. 
Multiplicirt man die Gleichung — = BR Vy mit (17.), so entsteht 
u k’ / S\/ 6 
9 dA AHNY)AHPN N. 
Multiplieirt man die Gleichung u = kyk mit (19.), so erhält man 
endlich 
| Krk’ 
EL nn = rn AP) A-P)A—P")-p) ...° 


$. 170. 


Zurückführung der Modular - Functionen auf vier byperbolische Hülfs - Fünctionen, 
und Ausdruck dieser durch trinomische Factoren, 
Die fünfte, zweite und vierte von den Formeln (10.) $. 169. las- 


sen sich also darstellen: 
2Yp zs—- a! %U.W 





Pr 1 E . ” 
Snu= 7er 75 7 
ru 2Vp <+.ı7! D,D 





TREE ud” }, 
k 


u 
Dn’u Yk. . 





1 R . ü 
und Du’uw = —— ist. Nehmen w 
en u D SnCcu . Nehm wir DUn, aus 


da Svu=tnu, Inu 
Rücksicht auf die Gleichungen (11.) $. 169., vier Hülfs-Functionen an, 


nämlich: 
U u x — com! 














7 = 2yp: 5) a, 

Blu ct. 

Pr == 2yp. 0.0, 
IE AR 

=. zu E.°, 

Oo 

=> u B.D, 


die wir, wenn der Modul mit dem conjugirten vertauscht wird, durch 
Au Blu Olu Hlu 
_—. —, und 


’ 








bezeichnen, so haben wir die Form:-lu 


fr 5 5 - 
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- 1 Mu ku : 
7 ni ‘ nd e x (on nn ri 

um u PJg? also Cnu = VE Hm? 

PURE © 1.208. © L ee Die 
2 Et . B.. Y7-5: 
Du = ya. . Du ya 
— ve Hr u J — . Hl u. . 

: Wen 1 Au 

/ un on — N 0 
ne Vk'Blu m Vk'Blu? 


wodurch die hyperbolischen Functionen auf vier byperbolische Hülfs- Functio- 
nen zurückgeführt sind. Die Werthe der constauten, höchstens von den 
Moduln % und k’ abhängigen Divisoren 9 und 9° werden bald näher be- 
stimmt werden. Wir nennen Aw die erste, Blu die zweite, Gilz die 
dritte und Sl die vierte hyperbolische Hülfs- Function. 


Den Gleichungen (11.) $. 169. gemäls ist nun, da 


—_—- en'\&K u) 





1 
i Vp .TX 
u MK—u) = ei, Hl, 
SY(K—u = et, Alu, 
Bl K—u) = em, Su, 
SU (K— u = eK, Blu; 


wodurch ein einfaches Gesetz der Reciprocität ausgedrückt wird. Ver- 


3. 


tauscht man den Modul mit dem conjugirten, so sind diese Formeln 
AK — u) = eK), Alu, 
SUR’ — u) ern, Ale, 
BULK — u = et, lu, 
SKK — u) = "Blu. 


Da (1-p'a) pa) = 1-29 (75T) + = 12p° Cosa p’ 
ist, so erhält man durch die wirkliche Multiplication der Factoren von A 


mit denen von %’, den Ausdruck 


4. er —= Iyp.Sinn'u.(1—2p* 8os2n7'u+p°)(1— 2p° Sos2n’u-+ p") 


x(1—2p" Sos?ru+p").... 





Eben so findet man die Ausdrücke 


ch = 2yp.Sosy’u.(14+2p' kos2n’u+p‘) (1+2p° Sos?n’u+p") 


x (14+2p" Sos!yutp®...., 


„ 


Su 





6. = (14+2p* 80627'u+p‘)(1+2p°Cos?n'u+-p") 

x (I+2p” SosIn’u+p”)...., 
— — (1—2p? &os 2y’u + p*) (1— 2p° Sos?n’u + »"”) 

x (1—2p" Cos?tyutp”).... 


zu 
S 
= 




















w 
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Die Constante g, welche wir weiter unten bestimmen werden, hängt eben so 


von dem Modul Ak ab, wie 9‘ von dem Modul X‘. 
Für die cyklischen Modular-Functionen erhalten wir aus (2.) die 











Ausdrucke 
in BE: gi RR 1. Din. 
Yin noR TE Sm? 
sis = BE Be KOUu 
Zn M “. u 7er ‚ Vu 
dn % — yk "Br u dncıa — vk "Su? 
1 Wu 1 Hu 


u Vvk'gHlu? une VveWu’ 
Zusatz. Setzt man in den Ausdrücken (4.) bis (7.) w-+-?K’ statt u, 
ut} statt n’'u, so verwandelt sich, nach $. 16. des ersten Thei- 








also 
les, Sinn'u in 2Cosn’u und Cosy’u in 2&iny’u; ferner Cos?y’u in 
— Sos2yu: daher erhält man 
Au +:K') 2.8l’w, also auch A(u+:K) = :. Blu, 
I. Sur) iM, - - Bllu+ik) = ;i.Al, 


wer; ER rt = H’uw also auh Gli(wu-+:Ä) = Hlu, 
0 r 'utiK) = GSlu - - Hlu+iK) = Glu. 
re verhalten sich also die Functionen Al’w und Bl’w unge- 
führ so, wie die byperbolischen Sinus und Cosinus. Die Functionen Gl’« 
und Hl’u stehen in einem ähnlichen Zusammenhange mit einander. 


$. 171. 
Zarückführung der Modular-Fuuctionen auf vier eyklische Hülfs- Fanctiouen, und Ausdruck 
dieser durch trinomische Factoren. 

Die gesuchten Formeln, wodurch die eyklischen Modular -Functio- 
uen auf vier eyklische Hülfs-Functionen zurückgeführt werden, erhält man 
schon dadurch, dals man in den Formeln (2.) $. 170. wi statt % setzt. 
Ein Blick auf die Formeln (4.) bis (7.) $. 170. zeigt schon, dals nur die 
Function Alu imaginär wird, wenn 2 statt u gesetzt wird; die drei 
Functionen Blu, Glu und Hlu aber bleiben reell. Setzt man 


Alu) —=:ı,Alu, also Al(w;) = :.Alu, 
1 Blue) = Blu also Bl(w) = Blu, 
6a) = Glu also Glw) = Glu, 


Hu) = Hiw also Hi(w:) = Slu, 
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so erhalten wir für die vier cyklischen Hülfs- Functionen, wenn wir in 
den Formeln (4.) bis (7.) $. 170. die beiden conjugirten Modul mit ein- 
ander vertauschen, und w? für u setzen, die Ausdrücke 




















de, nn — 2yg.sianu.(1—24* cos?yu + g?) (1—2g° cos !nu-+ y") 
$ x (1—2g"cos?yu+g*)...., 
3, 2 = 29.c0syu.(14+2g° 008290 +’) (I4+ 24° 008 Inu + g") 
” x (142g? cos!yu+g®)...., 
4 v = (142g cos yu+ 427 eos27u tg A H2gT cosmutg")...., 
5, = —= (1-24 cos u +4") 1—2g’ cos mu+g")1—2g" cosyu+gq").,.. 
und die Ausdrücke der Modular -Functionen selbst sind nun 
4 iin 1 Alu _ 1 Blu 
ee 5 7 TE IE > 
_ yYk Blu jr Mu 
r caoau = Hin?’ cncuU = a Pe 
. FR . Glu Die nz ‚Hu 
dnu = vhiıns dncu = han 
FERN 1 Alu t wi‘ 1 Blu 
ee a Ye N 


Setzt man in den Formeln (2.) K—u statt v, also Ir —-nu für nu, so 
erhält man 
AKK—u)= Alcu= Blu, also AlKX+u)= AlK—u), 

n B(K—u)= Bleu=Alu, - B(K+W=—BI(K—u), 
GK(K—u) = Gleu=Hlu, - GIK+W)= GI(K—u), 
H(A—v)=Hlu=Gluv, - HUK-+o = HIK— u). 

Die Functionen Als und Alu werden negativ, wenn —u statt u gesetzt 
wird: alle übrige byperbolische und cyklische Hülfs-Functionen des Ar- 
gumentes u ändern sich gar nicht, wenn man —u statt u setzt. 


Zusatz. Da s’a-+cen’u=1 und sneu+ cneu=1 ist, so fin- 
det man die Relationen 
8 Alu+k.B’u=k.Hlu, also 4.B2ru—=k.Hrur Au, 
9. Biut+k.Alu—mk.Glu, - Bu—=k,G"u+ kA” u, 
Auf ähnliche Weise erhält man noch | 
10. A.Gl’u+k.Aluv=Hlv, also A.G’u—= Hurt u, 
1l. A.HFu+kBPu=6lu - &KASMPu+Kk. Blum Gl’ 
Hiernach lassen sich also aus zwei eyklischen Hülfs- Functionen jedesmal 
Creile's Journal d. M. Bd. XX. Hft.1. 11 
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die beiden anderen herleiten, und dasselbe gilt von den hyperbolischen 
Hülfs - Functionen, 


$. 172. 


Bestimmungen der beiden Constanten g und g‘ und einiger particulärer Werthe der acht 
Hülfs - Functionen. 


Setzt man in den Formeln (4.) bis (7.) $. 170. das Argument 
u=0, so erhült man 

















Ao == 0, \ 
Bfo= 2yyvy. = 2g'vp.Vez) = ve: =); 
Go= y.l. = g (FR), 
SYo= gb = g Ver). 
Eben so findet man 
Alo = 0, , 
Blo = 2979- Vor) ur VerL), 
3 
Glo = 9. ab) 


Ho = 9. verva, 


Den Formeln (6.) des $. 171. gemäls erhält man, wenn %== (0 gesetzt 
wird (oder v=K), die Gleichungen 


Blo = yk.Glo, 
Blo.yk' = yk.Hlo, 
Glo.yk' = Hlo. 


Daher ist überhaupt 
Hlo Blo 


ei Ba, si 
Bo _Hlo__ Go _sVp 
Hlo Blo Gl — 5Vg 
auf die einfachste Weise Genüge, wenn wir die beiden Constanten g und g‘ 
so bestimmen, dafs 


. Diesen Gleichungen leisten wir 











Aufserdem ist 


Gie=1 ud G$Gllo=1 


wird. Hieraus folgt 


1. g'vp = 9.9; 
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3 
Vkk 1 8 
Be — N 
ce (77) [CEO TOTEETTO ET Te 


3 








= VW)! Ja 5 
2vVq A+a9dAUrg)Arg)AHrgq't).... 

Aufserdem haben wir noch die particulären Bestimmungen 

Alo=BIK = 0 und Mo=1, 

Bloo=AlK=yk - Bo vk', 

Glo HKX=1 - GlVo 1, 

Hlo GK=yk - $So=yk. 

Setzt man noch in den Formeln (3.) $. 170. das Argument #=0, so 

erhält man 


3. 


AK— yh.e*k,  GVK 
SKK — ek, HK 
$. 173. 


Die cyklischen Hülfs-Functionen der Argumente von der Form u+-mK-+niK'. 


vh'euKk, 
Ö, 


4. 


Setzt man in den Formeln (7.) $. 171. jetzt —u statt ©, so wer- 
den sie 
1 | Al(u+K) = Blu, Gl(u+K) = Hlu, 
: Bl(u+K) = —Alu, Hl(u+-K) = Glu. 
Setzt man in den vorigen Formeln u + Ä statt K, so verwandeln sie sich in 
Al(u+?2K)=—Alu, Blut? K)=—Blu, Gl(u+2K)= Glu und 
Hl(u+?ÄA)= Hlu. 
Hieraus folgen sofort die allgemeineren Formeln 
Al(u+2mK) = (—1)”. Alu, Al(u+(2m+1)K) = (—1)”. Blu, 
Bl(u+2aK) = (—1)",Blu, Blut am+1)K) = (—1)”"*, Alu, 
Glu+2mK) = Glu, Gl(u+(2n+1)K)= Hlu, 
‘ Hi(u+?2mK) = Hlu, Hl(u+ (!a+1)K)= Gla. 
Nach $. 170. ist Allı + K) = er4K'tu), Hu, 
Su+h) = — et, Au, 
Bl(u+K‘) er), lu, 
Glu-+K') eat, Blu. 


IN 1 


Diese Gleichungen können auch also dargestellt werden; 
Allwi+:iK) = :.en!kt0, Hl(w;), 
Hiiwi+iK) = :.et*t0, Alluö), 
Blwi-+iK) = et, Giwi), 
Glwui+ik) = erttte, Bi(wi); 


I1* 
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und setzt man % statt 
fort in die folgenden: 








3 Bl(u+:K) = 
y Gl(u+:K) = 
Hl(u+:K') — 
Da (K’+ uw) 
T tu? 
sn K+tU)— Ir 


meln, indem man zur Abkürzung A = 
werden: 








— u = 2uK + K”? = 2K(u+1ıK) 


=y9(4K’-+u) ... so können die früheren For- 





4 x K’ 





8. Gudermann, Theorie der Mod.- Funct. und der Mod.-Integr. $. 173. 


ui, also — ui statt u, so verwandeln sie sich s0- 


2. eK), Hu, 
e3k wi), Glu, 
ein), Bu, 

z.eaK'-u), Alu, 


3 und also 


setzt, auch also dargestellt 














Aluf+K) _ Hlu Slu+XK) __ Blu 
er’ K’+u)? un ; eu? ’ e,’u+äK'2 er erur ’ 

Bllu+X) _ Olu Hlu+K) _ Au 
eru+ KA’)? rat ei? 9 e’\ut+ä)? ng erw? ® 


Setzt man also wiederholt «+ K’ statt u, so entsteht 




















Ulu+2nK’) Au AU(u+2nK’+K) Hlu 

etut2nKr) ? —. (— 1)". etw? und erut2nK'+AN? Pe (—1)". elur h 
Bl(u+?2nK) __ Blu REN Bl(u-+2nK'+K') __. Glu 

er u+?2nK‘)? . etu? e’ un KR eiu? 9 
Sllu+?n K’) fe Glu u Slu+?n K’+-K’) AK’) Blu 

eilu+2nK’)? et elui ehluf2nK’HKr) Bea ı ver etur 9 
Hlu+?2nK) __ „ Hlu Hlut2nK’+K) _ ln 
 ellutznk? (—1) «ur und erlu+?2n KHK)? [r a elur 9 


und hieraus erhält man auf ähnliche Art, 


wie die obigen Formeln (3.) 


hergeleitet wurden, die nachstehenden allgemeineren Formeln: 




















sr(u+?niK?)2 rıı? 
x EB: . IKK 
Al(lu+2n: K’).e = (—1)" Alu.e*, 
rr(u+?niEr)? ru? 
c u Ad 4AK' PO 4A Kt! 
4 Bl(u +2n: Ä’).e = Blu.e**‘, 
’ r(u+?niK’)? ru? 
Gl(u+ 2niK')).ee ". =Glu. u 
rı(u+?2niKt)r nu? 
Hl(u+2niK).e Oo = (-1.Hlu.e®R, 
und noch die folgenden: 
n(uf+(2n+1)iKr)? ur 
Al(u+(2n+I)iK’).e *** — det, Hlu.et®, 
r(uf(2n+1)1K)% zu? 
Bi(u+(2rn +1) K).ee u Glu.c", 
> r(u$(2n-n)iKr)% nur 





Gl(u + (2n +1)iK’).e 


lu (2nH1)i Ar) 2 


4KK' 


Blu.e**, 


ru? 





Hl(u+(2n +1): h’).e 


AÄh' 


vrti, Alu.e ia, 
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Durch eine leichte Zusammensetzung der Formeln (2.), (4.) und (5.) er- 
bält man die Ausdrücke der cyklischen Hülfs- Functionen eines Arguments 
von der Form u-+-mK’-+n:K’ durch Functionen des Argumentes 1. 


$. 174. 


Reiben für die natürlichen Logarithmen der hyperbolischen und eyklischen Hülfs-Functionen 
des Argumentes u. 


Nach $. 53. des ersten Theiles ist 
log (1 +29 Cs + P”), 
— 2p&050— U &0s29 + IS s39—-F - 0840 + — etc. und 
log(1—?p So P+P°) 
= —- sd — m &s29— 7 Gos3p—"H 054 D— — etc. 
Entwickelt man hiernach die natürlichen Logarithmen der Factoren des 


für Al’u in $. 170. angegebenen Productes, so erhält man 
logAl’u = log(?g'yYp.Siny’u) 


er 2n8 : 4 ER 9n16 ni 
— 29° Los 277u —— Cosdr'u ——T— Cos6n'u— TI Cossy u... 


2p18 j In?i . 9932 i 
u 4 Cos2 nu — 5 Costy'u— 5 Los6yu— -— Sos8yu—.... 





— 2p° Cost = Eosay u BT Cos6ytu— 2a Cossylu—... 
— etc. 
Die einzelnen Verticalreihen lassen sich summiren. Es ist 
P+pP+p®+p"... = Peer 
und summirt man hiernach wirklich, so entsteht die Reihe 
1. Fig = log 2g'. vp. ©inn’w) 
Cos2y’u— ns Cost‘ u—; sp Cos6nu — ar Sossnu. 


p'? 


2p4 
Amp e 
Ganz eben so findet man die Reihen 
2. Een = log(2g'. vp.Cosn‘ A 
—_ &os 2y' u— in: Cosdn u— Pre Cos6n'u — AP Gossyut... 




















_. en 
3. 10gGlu = logg' 


7; Cosdn' la a meer n  Sos6 nu — 
4. last = logg 








I FaARalı 
—NosönuHt... 


.% 2 
<p > / 4 
— u—1 

"3 „. 8062 mer 





2 -. ı Q 
E= — Los Inu Ip" „, Cos4n‘ u— Be —— (0867 u 7; Cos8 ke ER 


in welchen g’ = je), also log g’ = log Marz) + Ban ist, 


i—p 
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Diese Reihen haben einen hohen Grad der Convergenz, wenn der 
Modul k wenig von Eins verschieden und das Argument u<14K oder 
doch nicht >4KÄ ist; sie lassen sich auch wie folgt darstellen: 
logAMl’u = log(?g'yp Siny’u) 
„,Eö2nfu__ pt, Cost’ u __p* Cos6r'u DR); Cos 8y'u u 
Sin?,’K 2 ©Sin4nv’K 3 Sin6yK 4 Sins’K PREaE U 
log Bl’ u = log(?g’yYp Sosn'u) 
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logSl’u = 
\ logg'— era 2.c Un _ 1 .oeöun _ Senn __ 
Sin?2»y’K “ Sinn K *°"Sin6oyK *’SinsyK 9: 
Ist das Argument © >K, so kann man Gebrauch machen von den Formeln: 
log Alu = log Sl’ (K—u) + n(u—4K), 
log Blu = logSl’(KR—u)+n(u—4ıK), 
lg, Sl’ u = lg Bl (K— u) +y(uw—ıK), 
log Sl’ u = logA’(A—u) + n(u—4K), 
weiche sich unmittelbar aus den Gleichungen (3.) $. 170. ergeben und 
also die Functionen des Argumentes « auf Functionen des Argumentes 
RK—u, welches <K ist, zurückführen, 
Vertauscht man in den Formeln (5.) die beiden conjugirten Moduln 
k und k‘ mit einander, zugleich v2 für u setzend, so erhält man für die 
eyklischen Hülfs-Functionen, oder eigentlich für ihre natürlichen Loga- 
rithmen die Reihen: 
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log Alu = log‘? 29.y g.sinyu) 

„ cos?2yu g* costnyu q° cosbnu __g°® cos8 nu 
1 Sin? K 2 SinanK’ 3'&Sn6nK 4'’SnSyK '*'" 
logBlu = log(2g.y y.cosyu) 

cos?yu g* cos4nu g® cos6nu gq’ _cosdnu 
++ Eu 


Sin?,K 2 '&in4yK "Sin6rK 4 'Sin8yK 
log Glu = 
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welche desto rascher convergiren, je kleiner der Modul % ist, das Ar- 


3 
1 
gument u mag < 4 





oder >K} sein. Es ist y— ve), also 
3 dr 
/ V(k k’) nK' 
logy = log ve) er 
Zusatz. 


Ist in den Reihen (5.) der Modul zu klein, oder in den 


Reihen (6.) der Modul zu grols, so wird man die einen Hülfs- Functio- 
nen auf die anderen zurückführen. 


Die dazu dienenden merkwürdigen Formeln 


2 u? 

log Al’u = logAlu + » log Gl'u = logGlu+ „—, 
P, 4 9 ı? 
log3l’u = logHlu + log Hl’u = logBlu + 
können aber erst weiter unten in gehöriger Weise herseleitet werden. 
g 8g 8 


(Die Fortsetzung folgt im nächsten Hefte. ) 
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9, 
Ueber die Kufspuneteneurven der Linien zweiten 


Grades. 


(Von Hrn. Rudolf Wolf aus Zürich.) 





F ällt man von einem in der Ebene einer Curve willkürlich angenomme- 
nen Puncte, dem sogenannten Pole, Perpendikel auf die Tangenten dieser 
Curve, so liegen die Fufspuncte derselben in einer neuen Curve, welche 
man die Fufspunctencurve der Vorgelegten zu nennen pflegt. Der Zweck 
dieses Aufsatzes ist, die Fulspunctencurven der Linien zweiten Grades, so- 
wobl ihrer Form als auch ihrem Gehalte nach zu untersuchen, mit vor- 
züglicher Hinsicht auf einige der von Herrn Professor Steiner im vierten 
Hefte des vorigen Bandes dieses Journals mitgetheilten Sätze. 


$. 1. 


Legt man durch den zum Pole gewählten Punct ein zu den Haupt- 

Axen der Linie des zweiten Grades paralleles Axensystem x, y, so wird 
die Curve zweiten Grades in Beziehung auf dasselbe durch die Gleichung 

l. af +by"+2ee+2dyte=0 
ausgedrückt, und hieraus folgt für die Tangente an den Punct (z,y) die 
Gleichung 

2. yor=-A@-n), 

wo der Kürze wegen 

3. m =arH#e, n = by-+d. 
Für den Fulspunct des Perpendikels aus dem Pole auf diese Tangente, 
oder für den dem Puacte (z,Yy) entsprechenden Punct (x, y‘') der Euls- 
puuctencurve hat man demnach 


dd 


4, zZ = fi — nn, Y 


Eliminirt man aus den Gleichungen (1.), (3.) und (4.) die Gröfsen z und y, 
so erhält man eine von dem Puncte (2, y) unabhängige Verbindungs- 


sleichung zwischen 2’ und v” 


‚ d. h. die gesuchte Gleichung der Fuls- 
punctencurve. Um diese Rechnung zu vereinfachen, kann man 


=' == rcosr, y'= rsiav 
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setzen, d. h. Polarcoordinaten einführen. Dann giebt die Verbindung der 
Gleichungen (3.) und (4.) 








r = rcosv + ysinv, (ac-+ e)sinv —(by--d)cosv = 0, 
und die successive Elimination: 
Pe brcosv + d sinv cosv — c sin? v .__ arsinv-f csinvcosv — d cos? v 


P/ — 


. y « ur pP s 
asin?v + b cos? v a sin? v + b cos? v 


Durch Substitution dieser Werthe geht (1,), wenn man den Factor 
ab(asin’v-+-d.c0s’v) absondert, in die Gleichung 


s. "+ Ir (2 cosv + sine) 


ne 


ae—c? .» be ’ 2 2cd, 
er sin’v + er cos v + —, sinv cos® —= 0 








über, und dies ist demnach die verlangte allgemeine Gleichung der Fufs- 
punctencurve einer Linie zweiten Grades; sie ist jedoch noch einer für 
die folgenden Untersuchungen passenderen Form ihrer CGoefhicienten fähig. 
Bezeichnen nämlich p den Parameter, e das Verhältnifs der Excentriecität 
der durch die Gleichung (1.) ausgedrückten Curve zweiten Grades, £ und 
y die Coordinaten ihres Scheitels, so hat man, wie ich in den Annalen der 
Wiener-Sternwarte (Band XVII,) zu zeigen versucht habe, 








a __ ad?’-+be?—abe . eu 
pP 7. b3 9 m b 9 
6. 
= (2 +4) EEE . 
jF a/? 00 b’ 


und es ist somit 
d 2cd 
= -(ta) dan Manltzz), 
p 





\ 





a 1—: 


ae? __ "AU p? be —d? = £22 


ab 1— s?? ab 
Durch Substitution dieser Werthe in (5.) erhält man 


7, M"—]Ir fe + cc) cosv + vsin e| 


+) sin’? +(£ +2 a) cos’v + Wv(E + -) sin» COsv == (), 


und diese Gleichung soll das Fundament der folgenden Untersuchungen 
bilden, die von jetzt an am zweckmälsigsten für jede der drei Classen der 
Curven zweiten Grades besonders dürften geführt werden. 











1— .? & 
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$. 2. 
Ist e<{1, so gehört die Gleichung (1.) einer Ellipse an. Bezeich- 
net man die halben Axen der Ellipse durch a und b, so ist 


u u a a 
u Pr a ln 


und setzt man der Kürze wegen 


8. a =(a+£)cosv + vsinv, 
so erhält man aus (7.) für die Fulspunetencurve der Ellipse die Gleichung 
9, F—Rar + — acosvr —b’sinv = 0, 
oder auch die Formel 
10. r=u+ry(a’co®’v + b’sin’v). 
Liegt der Pol im Scheitel der Ellipse, so ist &=0=v, und die zuge- 
hörige Fulspunctencurve hat nach (9.) die Gleichung 
r? — 2ar cosv — b’sin’v = 0, 
welche eine auffallende Uebereinstimmung mit der Gleichung der Cardioide, 
der einfachsten aller Epicycloiden, hat. Denn, restituirt man x =r cost 
und y=rsinv, so geht sie in 
a y — ar = y(l + rar — 2er) 
über, und für den speciellen Fall des Kreises, oder für a = b, verwandelı 
sie sich in der That in die bekannte Gleichung 
a Hy — 2ar = ya + Narr — 2x’) 
der Cardioide. Liegt der Pol dagegen im Mittelpuncte der Ellipse, so ist 


a+t2=0=v, und für diesen Fall hat man nach (9.) als Gleichung der 
Fulspunctencurve: 


r?” = a’ cos’v + b’sin’v, 

eine durch die Untersuchungen des Herrn Hofrath Gaufs (Zach's Cor- 

respondenz XXIII. 112) schon bekannte Form der Ellipsengleichung. 
Bezeichnet man den vom Radius-vector 7 bei der Gonstruction der 

Fufspunctencurve beschriebenen Raum durch F\, so ist 


F' FE Yp3 d v 
— — 


a?+82 ta? b2 aß. ar— 5? +0?e? 
—_ 1... 9 — — sın’Vd 
4 2 + 8 
u sımv a? — 4b? . u? —a?e? sin? v 
tal" + 





sin ?v 
re 





arcsın 
das a? 


b2 


2 2as 








u cosU 
+8 [5 


log(u-+ ae cosv)] + const., 
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wo &=a--£ und =» die Coordinaten des Mittelpunctes bedeuten und 
der Kürze wegen 
12. WW = a’cos’r—+b?sin’v 
gesetzt wurde. Das Doppelzeichen + in der Gleichung (10.) bedeu- 
tet offenbar, dals für jeden Werth des Winkels vd der Radius- vector r 
zwei Werthe haben könne; entsprechend sagt das Doppelzeichen in (11.), 
dafs vom Radius- vector zwei verschiedene Räume beschrieben werden. 
Begreift man daher unter F die Summe der Räume, so ist F' aus der 
Formel 
13. Fam EIESTET email sin’®o + ERETET sin 2v 

zu berechnen, Es ist leicht zu sehen, dals für jede Lage des Poles die 
Integration zwischen den Grenzen v = 0 und v =7 zu vollführen ist, 








Der vollständige, von der Fulspuncteneurve eingeschlossene Raum wird 
daher durch 

14. F=!r@ ++. +P) 
ausgedrückt, Man kann ohne weitere Rechnung hieraus schlielsen, dafs 
ürd«=0=Pß, oder für den Mittelpunct, der entsprechende Raum 


5. f=4rl@ +0) 
ein Minimum ist. Bezeichnet man demnach überhaupt den Abstand des 


Poles vom Mittelpuncte durch eg, so ist im Allgemeinen 


16. F=[+Y4rr’; 
d. h. alle Fulspunctencurven, deren Pole gleichen Abstand vom Mittelpuncte 


haben, sind dem Inhalte nach gleich, und ihr Inhalt läfst sich leicht geo- 
metrisch darstellen, 


2 I 


3 
Ist e=1, so gehört die Gleichung (1,) einer Parabel an. Multi- 
plicirt man daher (7.) mit (I—E’), und setzt e=1, so stellt die daraus 
entspringende Gleichung 
p Sin®v 


17. mm s® Ind — -—, 
7 5 co rvs 2 cos? v 





die Fulspunctencurve der Parabel dar. ie zeigt, dals die Fulspunctencurve 
aus einem endlichen Theile besteht (der zur Schleife wird, sobald der Pol 
aulserhalb der Parabel liegt), und aus zwei unendlichen Aesteu. Zur Un- 


12° 
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tersuchung, ob diese Curve für ihre unendlichen Aeste eine Asymptote habe, 
dienen die bekannten Ausdrücke 


18. tage +W)=—rt, u= " Karrgi 

wo w den Winkel irgend einer Tangente mit der Axe der x und % das Loth 
aus dem Ursprunge der Coordinaten auf diese Tangente repräsentirt. Setzt 
man nümlich in der Gleichung der Curve r unendlich grols und berechnet 
den entsprechenden Werth von v, so hat die Curve eine Asymptote, wenn 
V und « für diese Werthe reell und endlich werden. Im vorliegenden 





Falle findet man auf diese Weise = 90, u= —_.: also hat die Fußs- 
punctencurve der Parabel eine Asymptote, welche senkrecht auf der Ab- 
scissen- Axe steht und um den halben Parameter hinter dem Pole liegt. 
Liegt der Pol im Scheitel der Parabel, so it &=v=0; also geht 
dann (17.) in 
Ir cosv +-psin’v = 0 
über, oder, wenn man x=rcosv, y=rsinv setzt, in 


= r[(-2)-e]. 


Die Fufspunctencurve der Parabel aus dem Scheitel ist demnach eine Cis- 
soide, und zwar hat sie die Leitlinie der Parabel zur Asymptote. Liegt 


dagegen der Pol im Brennpuncte der Parabel, so ist v=0 und &E= 5 
Für diese Werthe geht (17.) in 


= — 2 
rcosv — o 


über; d.h. die Fulspunctencurve der Parabel aus dem Brenppuncte fällt mit 
ihrer Asymptote und der Tangente im Scheitel zusammen. 
Es ist nun die Fufspunctencurve der Parabel zu quadriren. Bezeich- 


net man den Inhalt, ohne einstweilen auf die Grenzen Rücksicht zu neh- 


men, durch F, so wird für -=.a«: 


2 
r: dv 
F =/ p) 


_ (+ a)? —v? 
. 8 











sin? + me? , 


) ur 3 
4 ‚ed sin’® + 7 tange + avlogcosv, 


oder, wenn man 
19. a+t:= 2x, va ?2y 
setzt: 
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sin?20+2xy sin’v 


2. F= («"—2ar+y)v+ —— 

+ fange + 2aylogcosv. 
Die Bestimmung der Grenzen hängt offenbar, wenn der Pol aufserhalb 
der Parabel liegt, von der Lage der Tangenten ab, die man von ihm aus 
an die Parabel ziehen kann. Bezeichnet 9 den Winkel der über der Ab- 


scissen -Axe liegenden Tangente mit dieser Axe und 5’ den der untern 
Tangente zugehörenden Winkel, so hat man, abgesehen von der Lage die- 


ser Winkel, 


« — a a 
21. ungl = nm V(y: +a( 2x —a))+y? 
und in Bezug auf diese Werthe von 9 und 6° ist der Inhalt S der Schleife: 


90°—4' r? 2 Ir r? dv 
S= J 2 E ze 


= ("—lac+y an: 
— 2xy (c0s’d— cos’) + — - (eotg ont aylog EZ 


= ("—N2axc+y°) 9) + (c+e)y(y’+allz—ua)) 
y+ax+yV(y’+ta(? za) 

aY(x?+4-y?) 
Der Inhalt des von r beim Beschreiben der unendlichen Aeste durchlau- 
fenen Raumes ist analog: 


ii u dv +/” 5 Ar. 


tangd’ = 














Y- (sin 2d + sin 29") ) 
22. 





WE 2 day. log 2 











3r—6' 
er (sin 298 + sin29) + ( —2ax + y?)(d-+9) 
23. + 2xy (c0s’9 — cos’ 9) — — (eotg d+cotgH‘)— a’tang} 7 


Ad 08- ne 
+2 yı 05 sin 9° 


= (—2ax +y’)d+9)— (z+ay(y’+a(lz— a)) — a tang jr 
ax V(y a(2c—a 
+2ay log? + ne n >, 
Da aber tang$7 =» ist, so ist auch dieser Raum 7’ unendlich grofs und 
kann daher kein weiteres Interesse haben. Es zeigte sich aber, dafs die 
Fulspuncteneurven der Parabel immer eine in Bezug auf den Pol constant 
liegende Asymptote hat. Stellt man sich daher vor, der Radius-vector r 


beschreibe vom Pole aus diese Gerade, so durchläuft er hiebei offenbar 
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den Raum 

T = —atangtr, 
welcher ebenfalls unendlich grofs ist. Die Vergleichung dieser Räume T 
und 7’ zeigt, dals ihre Differenz eine endliche Größe ist. Es scheint da- 
her zweckmälsig, dem den unendlichen Aesten zugehörenden Raume den 


Raum zwischen ihnen und ihrer Asymptote zu substituiren. Die For- 
meln (23.) und (24.) geben für ihn den Ausdruck 


35. 9 = — (2a )A+NM)+E+a)vy+al2z—a)) 
ytactr V(P?tal2—a)) 
av (2?+y?) 

Summirt man endlich die Räume S und V, mit Hinsicht auf den Gegen- 
satz ihrer Lage, so geht für den Gesammt -Inhalt der einfache Ausdruck 
26. F!= »— 2lax-+Y’)r 
hervor. Es ist leicht zu sehen, dafs dieser Ausdruck seine Gültigkeit be- 
hält, wenn auch der Pol innerhalb der Parabel liegt. Das Minimum des 
Raumes F’ hat, zufolge der bekannten Regel, für =ua und y=O statt, 


semlich wenn der Pol im Durchschnittspunete der Leitlinie der Parabel 
mit ihrer Haupt-Axe liegt; und zwar ist es dann 





—2ay log 


f - — u’ 7» 
Der Ausdruck (26.) giebt zugleich Mittel an die Hand, den Ort des Poles 
zu bestimmen, dem ein bestimmter Raum / entspricht. Denn setzt man 


z’—a . 


in (26.) = — ——, y= — (wo x‘, y’ die Coordinaten des Poles in 


En ne 





Bezug auf den Scheitel ausdrücken), so wird 
n f 4F ‘ n 
x" +r2auar hy” = 2 +34); 


und diese Gleichung bezeichnet offenbar einen Kreis, dessen Centrum in 
dem obigen Minimumspuucte liegt und dessen Radius 7 durch 


‘ 2 4 _ Y 0) 4 Pu] \ 
" Fe —(# -ur) = —t# —f) 


ausgedrückt wird, Der Ort des den Raum F' erzeugenden Poles ist dem- 
nach dieser Kreis. Hieraus hat man auch statt (26.) den Ausdruck 


28. F = f+ 


dessen geometrische Bedeutung leicht zu erkennen ist. 


r’sı 
4 
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$. 4 
Ist endlich <> 1, so gehört die Gleichung (1.) einer Hyperbel an. 
Die Formeln für die Fufspuneteneurve stimmen in diesem Falle natürlich 
wieder mit denen bei der Ellipse überein; nur ist zu bemerken, dafs für 
die Hyperbel die grofse Axe und das Quadrat der kleinen Axe negativ 
sind; d. h. man hat jetzt für die Fulspunetencurve die Gleichung 
29. r— Ira ta —a’co®’r+b’sin’v = 0, 

wo der Kürze wegen 

30. = (E—-a)cose + vsinv. 
Verlegt man den Pol in den Mittelpunct der Hyperbel, so geht (29.) in 

r? = a? cos’v — b’ sin’ v 
über und stellt eine schleifenförmige Curve dar, die für a =b, oder für die 
gleichseitige Hyperbel, zu der in der Geschichte der Mathematik so merk- 
würdigen, von Jacob Bernoulli zuerst betrachteten Lemniscate wird; denn 


die zugehörende Gleichung 
r’ = 0’c08% 


ist der einfache Polar - Ausdruck der Lemniscate. 


Behufs der Quadratur hat man, analog (11.): 


? dv 
F = ei 
2 





























aA Lar—b: 2 _—_- A to? .. 
nd > v— Ein’ v+- er sin 2% 
31. 6, | 
u sin v a? 4-45? . u: — a?e?sin?v 
+ u| —— — arc sın 
 -3 das a? 
+ß u cosv b? | + const.; 
\ TA 2ae mr 


wo a und ß die Coordinaten des Mittelpuncts der Hyperbel sind und der 


Kürze wegen 

32. WW“ = a’cos®’v — PB sin?’v 
ist. Summirt man nun wieder die beiden vom Radius-vector beschriebe- 
nen Räume, so wird 








3. Fo Sa TE v — aßsin’v + in sin?v. 


Um den ganzen Inhalt zu bekommen, ist hier offenbar zwischen den 
Grenzen O und ® zu integriren; wo ® dem Winkel der kleinen Axe mit 
der Asymptote gleich ist, so dafs 


34, D=arc tan; 
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und dies Resultat ist noch zu verdoppeln, Es ist rn 


39. F= ( a —NP+ab ++) P- up tr Eur + (a = °) a2 FT 
Das Minimum von F' gekört offenbar zu dem Puncte (a=0, ß=0), 
d. h, zum Mittelpuncte, so dals derselbe 


= (—-V)D+ab 


ist, und man hat für #' auch den . 
36. = f+(+P)P—- aß Pa + @— PB) a zur 


Soll der Ort des Poles gesucht werden, dem ein bestimmter Inhalt F 
entspricht, so hat man (36.) nur in Bezug auf die Variabeln «, ß als 
Gleichung der Ortscurve zu betrachten. Untersucht man diese Gleichung 
nach den Formeln des in $. 1, angeführten Aufsatzes, so findet man, 
dals sie zu einer Ellipse gehört, die mit der Hyperbel concentrisch ist; 
bezeichnet man überdies die Axen dieser Ellipse durch a’ und b‘ und den 
Winkel der grolsen Axe mit der Abscissen- Axe durch u, so ergiebt sich 
„= —4D, a?:b7 = ED +1:EDd—1. 
Das Verhältnils der Axen ist demnach von F' unabhängig, d. b. es sind 
alle Orts-Ellipsen ähnlich. 
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— sin? p cos? y) 


10. 


De transformatione iniegralis Ir n_ id ERENEEE 
y (sin n’D cos’ :/) 





(Auctore Haedenkamp, Hamın. ee 





Üntegrale duplex indefinitum 


N: oO © 1] 
V (sin? v — sin? p cos? a) 


per simplicem transformationem "hujus formae 


tang}y = tang }P' Y( Fer) 


C05 vv — C0S Y 


N 1 
V (1— cos? 9 — 008? p — 005? 9'+2c0s5Y cosp cos’) 


revocare licet. Ex munr enim 


and = tg peter), 


COS vv — (05 Y 





ad formam 











provenit 
c0sy cosp’ — cosy 





cos: = 
r 005 y — C0Sp (08 p‘ , 





R sing’ V (cos? » — 005? y) 
sın ° / — 
COS y — CoS(p cos’ ’ 


eb = V (eos? » — cos? p) am 





coSsy— cos mp cos’ 


quibus valoribus in formulam (1.) substitutis, nanciscimur formam integralis 


enunciatam 
SI: ey og‘ 
V (sin?» — sin? cos® y) 


—--. — — 


oY ey = II, 4 Org’ 
> V (l— eos? y — cos? p — cos? pt 2cosy vosp cosy‘) Alp, y’ 


ubi per ii (®,®') expressio sub radicali compendii causa Alte 











Per secundam transformationem RER 
3 cos® —= kcosu Alk‘, u) — k‘ sinu’ Alk, uw), 
} Pan Ar k cosu Alk’, u) + 4 sinu’ A(k, u), 
ubi =cos’}y, A"=siw’}v 
Alk,u) = Y(i—K’cos’u), Alk\,u) = vyi—k'sn’u‘), 
Crolle’s Journal d. M. Bd. XX. Hfi. 2. 13 
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sın“ 9» — sın“ g cos 


fit 
2 kk’sinu coou' du du‘ 
emo — 
psp A(R%,u). Alk, w) 


A(B,0) = 2kk' sinu cosu‘; 


a Wi. D a N . ago . . . Op Op 
qua substitutione facta, variabilia in integrali we, separata sunf, atque 





et 


integrale propositam in hoc abire videmus 


ug op ow ee ou ou _ mia. ie 
Nr sin? y — sin? @ cos? ı) = /z (k,u)J/ Alk, wW) F (h, u) Fk u); 
ubi Z(A, u), F'(%, u) volito more integralia elliptica primae speciei significant, 


> . > . . , N 

quorum moduli k et A. Collegimus igitur integrale //- u 996 7 
V (sin? 9 — sin? p cos? ı") 
esse productum integralium ellipticorum primae speciei, quorum moduli alter 


alterius complementum. 











Id transformationem in (3.) adhibitam hac ratione pervenire potes. 
Expressionem 
1 — cos’v— cos’® — cos’®’-+2cosv cos® cos®’ 
ut notam est, in hos factores resolvere licet: 


/ #i 5 ROTEHENE| 
sin (7 +4 T)sin(?+° ”) sin (?*8 ?) sin (? p ” 























2 2 
vel etiam A 
BP. 000 “| | U A :(5%)] 
[cos 7 c08 ( 2 sin“ — sin 5 i 
Posito jam 4 | 
( oo p—Y’ 
f > 2: um x, 3 G  g 





integrale duplex 
Fi er ey dy 
Al, p') 
in hoc abire videmus 


. x dx 
Ne — 003? x) (k’? — sin? x) ? 


quo im integrali fluit ex substitutione 





cosx —= kecosu, sinxz = Äk’sinw’ 
transformatio supra (3.) adhibita. 


Inveni, generalioris formae integrale duplex indehnitum, 


I: Op dw eos2np 
SI V (sin? » — sin? p eos? y) ? 


si 2 numeros quicunque integer, ad productum integralium ellipticorum 














On; vn 
a h  ; eroy Taity, 
10, Haedenkamp, de iransformalivone iniegralis RE, —— Wir, u 


sin? » — sin? p cos sw?) " nn 


ee u 


primae et secundae speciei revocari posse, ita quideim ut easdem ut supra 
transformationes adhibeas. 


Etenim quod 
P=xr+r, p = — x, 


Ss: Op Oweosiny 
V (sin? 9» — sin? @ cos? ıy) 
x dx’ cosInx cos?2nx’ /F O2 0x sinn sin Ina’ 
N re — cos? x) (k'?— sin?) SS V((k?— cos? x) (I? — sin? a’)) * 
Altera pars 1: duplieis: 
Er? 0x 0x sin?nx sin In x’ 
V ((k? — cos? x) (k'? — siu? x°)) 


est algebraica, quae unacum A(®,P')=0 vel etiam pro limitibus ipso- 
rum u et u: O et 47, evanescit, Qua parte integralis hoc loco objecta, 


facile invenitur 














nanciscimur igitur 


/F: Op Ow cosInp FM cos2nxodu f cosInx’dx' 
V (sin? 9 — sin? g cos? ı) ye A(k, u) Alk',w) ° 


Quod cos?nx et cos?nx’ secundum pares dignitates ipsorum cosw et 
sina‘ evolvi possaut, integrale 








dx c0os?nx 
ÄA(k, u) 
est, ut ex integralibus ellipticis constat, functio linearis ipsorum E(k,«), 


F(k,u) et integrale 
VEr= dw 
A(k', u‘) 


eodem modo functio linearis ipsorum E(k',u) et F(k',w‘), Est igitur 


integrale 
/: OyOwy cos?ny 
V (sin?y — sin? cos? y) 


productum duorum integralium ellipticorum primae et secundae speciei. 
Si integralia F'(k, u), E(k',w), F(k‘,u‘), E(k, u) inter limites 0 
et 47 sumimus, pars algebraica (5.) evanescit, et nanciscimur, posito n =0: 


opoauy u v 
Nee w) up“ Fk) F(k‘'), 




















Op dw c0s2Y s ie 
Wert 2 y — sin? cos? ı) + F(k).F(k )—4E(k).E(k‘) 
(Fk) — 2ER) (Fk)— ECK), 

13 * 
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sın 


»— sin? p cos? y) * 





n 





i O0 I s4 Sf: 
Nr: poyenty = (3) [SeosvE(k)+(1—400sy) F(k)]. 


n? » — sin? cos? ıp) 
[ScosyvE(k)— (1 a! 
u a (k)— (1-4 cosv) F'(A‘)] 


Posito pro casu speciliali v= 47, integralia abeunt 


epow 
Nr v— sin? p eos? ıy) - Fr, 
N: Op dw eos2y j= gu? 
V (sin? y — sin? pcostw) 4(FY })29 


Op oOw cos4y ä r 
N v— sin? p cos? ı) = ($) (FYı). 


Per substitutionem 














coy — — cos 


sin p 
propositum integrale in hoc transmutare licet : 


IE ep dw ; 
V (1— 205? 9 — sin? y cos? u)? 
d d f . 2) uU d u’ ® 
quod ut ad formam Au) Al revocetur, primum ponendum est: 
) > 


tang IV’ = tang } d’ ver —- cos 4 


COS p — 105 Yy 














deinde substitutio (3.) adhibenda. 
Hamm in Guestph. Mens. Aprilis 1839. 
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n1. 


Ueber den innern Grund der Erscheinung der 
Aberration des Lichtes. 


(Von Herrn Freiherrn v. Forsiner, Königl. Preufs. Hauptmanne zu Berlin, ) 


ln 





Dass die Erscheinung der Aberration ihren Grund in der Bewegung der 
Erde, verbunden mit der, eine angebbare Zeit erfordernden Bewegung des 
Lichtes hat, steht fest; doch scheint es, dafs selbst in den besten astro= 
nomischen Schriften der innere Grund für das Resultat jener combinirten 
Bewegung, nemlich: für die Wahrnehmung der Ablenkung des Lichtes 
der Gestirne von der wahren Richtung, nicht überzeugend dargethan 
wird. — Ohne hier in eine Critik der Beweise für die Aberration, wie 
sie in den astronomischen Werken gegeben werden und daselbst nach« 
zulesen sind, einzugehen; mag nachstehende Darstellung vergönnt sein, 
Es sei SO (Fig. 2.) die wahre Richtung des Lichtes von einem Sterne 
(oder der Sonne) S, nach welcher Richtung ein in O ruhendes Auge den 
Licht- Eindruck empfängt. Ferner sei AB die Richtung der Bewegung der 
Erde um die Sonne, und KO sei der Weg der Erde während einer Zeit- 
Einheit, LO aber der Weg des Lichtes während derselben Zeit - Einheit; 
so ist bekanntlich EO: LO = 1:10186; die Zeit- Einheit sei eine Secunde 
oder eine viel kleinere, so dals EO als gerade Linie anzusehen ist. — 
Bis hier ist der Gang unserer Darstellung fast ganz der in den meisten 
astronomischen Werken. — Nun stelle man sich einen Körper vor, ’n 
welchen das Licht eindringen kann, welcher in demselben Augenblicke 
von E in O ankommt, in welchem das Lichttheilchen von Z nach Q ge- 
langt: dann ist nach den ersten Gründen der reinen Bewegungslehre (nach 
dem Satze vom Parallelogramme der Bewegung), wenn man OF = OÖE 
und OG@=LO (in der Verlängerung von SO) macht, F@ der Weg des 
Lichtes in der nächsten Zeit-Einheit in jenem das Licht einlassenden 
Körper; denn da beide Bewegungen (des Lichtes und der Erde, letztere in 
der vorausgesetzten kleinen Zeit- Einheit) gleechförmig sind, so ist der Weg 
FG geradlinigt. — Jener Körper aber ist unser Auge; in diesem ist also, 
in der auch noch so klein angenommenen Zeit-Einheit, der Weg desLichtes 
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der nach der Richtung #G; daher wir nach der Richtung @FH den Licht- 
Findruck, d. bh. nach FH zu den Stern versetzen. Wie klein jene Zeit- 
Einheit für den Weg des Lichtes in unserm Auge, d.h. von der Hornhaut 
bis zur Netzhaut auch sei (deren Grölse leicht zu berechnen ist, wenn die 
oben erwähnte Dimension mit 40 000 Meilen, als Weg des Lichtes in der Se- 
cunde, verglichen wird): die erwähnte Richtung des Licht- Eindruckes, nur 
vom Verhältnisse von OF'zu O@ und dem Winkel FOG abhängend, wird im- 
mer die wahre Richtung für den Weg des Lichtes im Auge sein. Da aber 
die oben erwähnte so kleine Zeit (geringer als der millionste Theil einer 
Secunde) aufser unserer Wahrnehmung bleibt, so können wir OK parallel 
mit #1, alsRichtung des Licht-Eindruckes in 0, statt des von F'HH in F setzen. 
Die Berechnung des Winkels FOG, noch abhängend von der Richtung 
der Bewegung der Erde gegen die Lage des Sterns (oder der Sonne), und 
die hiervon nunmehr abhängende Grölse der Aberration ZSOK, ist die 
in den astronomischen Schriften nachzulesende. — Dafs demnach die 
Wahrnehmung der Aberration von dem Wege des Lichts in unserm 
Auge abhängt, wird nicht durch die Kleinheit der hierzu erforder- 
lichen Zeit in Zweilel gezogen werden können, weil es hierbei nur auf 
einen momentanen Eindruck ankommt, zumal wenn man den Zustand der 
neueren Optik hiermit vergleicht. Was aber für die Optik selbst 
folgt, wenn jener innere Grund für die Wahrnehmung der Aberration an» 
erkannt wird, läfst sich leichter ahnen als hier schon darstellen. — 
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12. 


Theorie der Modular-Functionen und der Modular- 
Integrale. 
(Von Herrn Dr. Gudermann zu Münster, ) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 1. im Isten, No. 10. im 2ten, No. 15. im 3ten, No. 21. im 4ten Hette 
des achtzehnten, No. 2. im Isten, No. 8. im 2ten, No. 12. im 3ten Hefte des neunzehten und No. 9. 
im Isten Hefte dieses Bandes.) 





$. 175. 


Reihen für die Logarithmen der Modular-Funetionen, welche nach den Cosinus der Vielfachen 
von zu und 91 fortschreiten. 


Den Formeln (8.) $. 170. gemäfs erhält man für die natürlichen Logarith- 
men der cyklischen Modular - Functionen des Argumentes % und seines 
Complementes A— u die folgenden Reihen, welche aus den Reihen (1.) 
bis (5.) $. 174. blofs durch die Subtraction gefunden werden: 

l. logsnu 


ER rer: “) 2p? Co5du 2p® GoS by’u _2p'? Gos10r’u 
we; Vk 1 "Sin2y’K 3 "©in6y’K 5 "SinilyK 











m... 


2.  logsnceu 
log ( 1 ) m 2605 23y’u „ Cos6n’u . 603 107’ u M &o3 Ihy’u 
. Sin K 3" SinoyK °’SintOyYK 7°" SintbrK 


nn 
k 
3. logenu = log (3V7.Cosm) 
Cos2r’u _p? Cos4n/u _p? Soshn'u pt SosSn/u 


P- Sin K 2 'Coson K 3 Sinn K 4 Sk 





—.119 








4. logeneu = og (2 VPE Sinn u) 
Gos2r/u , p* Sos4r/u p? Goshn'u n GosSy’u R 
P-SinK T IC 3 Eins, K "Goch’K ; 


Vk 
I log dnu = log (; Vp. En) 


Cos2n/u p? GCos4r/’ u p’ Sohn u —. \URE Sn’ TR 








u — 








ee 


TP "Sosy’K -7 Gakt 3 Br Sy K 4 "CoshyK 
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6. logdncuw =log (2 v(pk’)Cosn’u) 
‚Eos: p? Costrtu __p? Cosbntu Rh, Co58n7’ u 
sr 2 'Co52yK 3 'Eos3y’K 4 'CosiyK 9 
2Yp.Ein er Cos2n/u , p? Sosdytu p? Gos6ry’u 
Ve +P "Senkt 3 2 "Gy kt 3 Sy t 


RE 1 ) Goö2rfu pP? Cosinu pP Ente 
8. logtnex =1og (Var; "Co67/K FT ok 3 'Cos3r, Gare t 


Diese Reihen convergiren desto rascher, je weniger der ae von Eius 
verschieden ist. Reihen, welche desto rascher convergiren, je weniger der 
Modul von Null verschieden ist, werden aus den Reihen (6.) $. 174. her- 
geleitet, nämlich 





7. lgwu= bi 





9. logsn« 


g. cos2yu | g? cosdyu cos 6yu gt eosßyu 
ee 2Yy-.,sınY u) q 
Iog Br +9 GosyK’ ERTL} 2 'Co82yK‘ +5 "&083yK' +7 "Co58n7K' Tees 
10. logsncu 
cos Iyu g?: cosdyu 


nr GoSnK’ S5n7K’ +5 2 "Cos2yK' 


zen logenu = 


cos6ru cos 8yu 


om 100 2 E.coszu) — —_ 
£ log(2] h | et 4" &o54yK’ fen 


Be 
3 


cos 2yu cos 41 g3° cosbyu g* cosgyu 
og n 087 u) 0. —— Gen — 4 .... 
(2 Y( yy =). u)4 Sin;K’ +7 2 "C0s52rK‘ * 3 GinyyK‘ + 4 SshKt ’ 

12, logencu = 

[/gkN .. cos Iyu g?® cosdru __g?’ coshyu g* cosdru 

tuyd9 = / 7) .sinyu) — nn — A A rn RE ° 
(21 \ R | / SinyK’ 73 "052, K’ 3 Siiyk . 4 'CostnK’ +, 
13. log dnu 
2 cos?ru cos baru 2 coslOru 2 cosl4ru 
m lo J !k - u — — u m —— ..p% 
Evan l +3 3" SinbyK’ * 5 Sıull,XK " ’ &ini4y,K’ Trons 


14. logducu 


























Pr 2 cosdyu 2 coshyu 2 005 10yu 2 cosl4ru 
Roy Te 3 Ciork 5 Snib,K 7omsE 
tanz yu 2qg? cos2yu 2g° eoshyu 27:0  cos1Oyu 
15. logtn=log Te) 1 Somk 3 EmnK 5 het 
v Ra (volyu\ , 2q? cos2yu 2g° wwsbyu 29:9 eos 1Oyu 
0. tn ) + TeSmR T 3 Sinn TS Se te 


Aus den letzten Formeln erhält man, indem u=0 oder v=Ä genommen 


und 47. T = v gesetzt wird, noch die folgenden particulären Resultate 
17. bog un gen bie es 
”k Sin Zu ro bv ! 5EinlOv de 14 
N k a. Der - Ya! 
sn log4— + 5, Sin: tan tHjemtiant 











En 


| 
. 








n 
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1 2e- 2 e?v ev 2 ev 
13. 10, 5 | v—log4+7 Go6 v +3 sus 2V sn rn re 
20. logK = log (dm) + Ent st + + 
’ D 2 So3 v 36085 3v 5 Cos5V 7 608 7v FETTE 
2 em” 2 edv Je7v 








21, lgK= logv + in T 5C0830 T 5 tr nt‘ 
Die letzten fünf Reihen convergiren immer rasch, da der Annahme ge- 
mäls © > 147 ist. 

Setzt man in der Formel (17.) statt des Moduls % den nächst grö- 


(seren, dem $. 168. gemäls, so hat man in der Reihe 
EFF] a 4g® 4g'° 























log ; ie trat rt 
| = statt g und nn statt Ak’ zu on wodurch man erhält: 
) A-+x% m, 4g® 
log Bu 7 Fear at go, t- 





Setzen wir noch gi statt g, also dem $, 167. gemäls z statt k und A = sin), 
so ist 
1, „j/1titangd _ a 4° 
7logl 1—itangO 1+ g? 3(ll-+g® ats — TdtgsyTt° 


Die vorstehenden beiden Reihen können wie folgt einfacher dargestellt 
werden: 




















1 1 1 1 
‘., z az - a Er 5 2 vo fi .... 
22, 48%9 Eins ı Iens0 T sense T 7en7at und 
1 1 1 1 
20 0 ae ai hen Be ee ann rennen en 
e3. 23 Cosv ICH I3Vv " 5Co55v 7C057v mare 


e .. . K’ . „ ” 
Hiernach können also aus der Größe v—= 37.7, die Quadranten Ä, Ä‘ 


und die Moduln % und 4‘, wie auch # = arcsin(k) bequem berechnet 
werden. 

Soll umgekehrt » aus dem Modul % berechnet werden, so dient 
dazu die im 8. 57. gefundene Formel 


1 4Vk n. 
v = log 7 = log ( x )+ 410g +3 
ı 


$. 176. 


Reihen für die ersten Differenzial- Verhältnisse der natürlichen Logarithmen der Modular- 
Functionen des Argumentes u. 








g— - log -+.... 


N 





3 Differenzürt man die vorhin entwickelten Reihen (1.) bis (8.), in- 
dem man als veränderlich betrachtet, so erhält man die Formeln: 
Crelle’s Journal d. M. BdU.XX. Hfi.2. 14 
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2 nt WER 7 ee. een day eu, ner. 
Sinio, ”"K "Sinit, pr ’ 
a  Eg  + 20 P* Se 
42 p* 7 ER 
4 m 1 Stu tnp. uk T2rp ak pP Ek 
-+-2np*. nk PEN 
5. A’snusnceu = n’Tangyu—2y an +21'p Pk 
27 pP. sk ’K +27 pP. Ok 'K Tank 
6, nat en -  —— Yu Sot nu u IR nk +27 Pin 


Sin6y’u Sins’ 
NY, ”, p*. 
T27P "Cos3y/K ER "Gos4y/K re 


deren Convergenz .desto rascher ist, je weniger der Modul %& von Eins 


abweicht. Die Formeln (9.) bis (16.) $. 175. geben: 


en u sin?» u .„ sin4nyu sin6rz 
7. K.-——n 0019 — 9. a MN. uam: a 
ri ’ 1 B05n7K 11 „K’ 19 S053,K’ 


a sind u 


— Ing". a 77,77 Du 

















enceu sin?yu Pi sin&» u sin6 ru 

5 k'. —— m tan zu — 2n n m 2; TR — 
‚ en u ua 3 "E09 K’ +2 "6052, K’ 19 G053, K’ 

snsru 
7, 4°. : GERrE .... 

snu sin?yu „ sın Ay u sinöru 

9 —— = ytanenu +? tr u ta. 
. SNC u jtangyu 722g. SinnK’ 7 Son K! ! ” 17 Sin3nK’ 


sinSyu 
29 De Zn ZE 
et 


Ssne u sin?ru .„ sn4vyu sın6r« 
10, — zn cotnut+? 1-EurK — lud”. And. ar 
un u L 1er 29 SinzK ne G0527K’ rn EindyK’ 


un u 
), a * / 
— /NU. er En u 
7 Gos4y K’ + , 
sin2yu „. sm6nu sinlOyu 


4 — — 
Sin? in2nK' + ii I Sin6nK r# N Eint0nK’ 
j sinl4r u 
+#- Sini4nK’ Toren 
1 Br 27 au sin?yu au sin6»7u +4n g”. sin 10x, + 
"Sin1t0r,K’ .... 


l 





1l. ÄA’snusnca —=47.- 


12. 








u —— ——— 





snu.sncu Sin2ru 


Y © Fe yI 10 » 
q Sin2nK’ I Sind SindyK’ 








—— 
















nn 








KVierz 
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1+1 ’ u: 
Reihen für V= wenn ? eine von den Funetionen sucu, euw und dnz ist. 


Nach $, 32. a. ist 











dnz — enu dnu + enu 
ıu= nd olv= : 
a. 1-+-duu u. i-+dnu 

daher ist 

enc} u /dinau—enu __ y- — sıCu 

en}u ne, dnut+enu ” "i1-sncu” 
4 . 1 — cnu /i-+enu . 

U Je —— nn in pr y 
Ferner ist sn4u = V; E „ und sne 34 l ek und hieraus folgt 
wie — nu 
suctu 1+-cnu’ 





Aus den Formeln sn ia 
zusammen; 


ksnl u.snc} 


1— enu 
— und AÄsnclu= 


14 duu 


/L— dnu 
; 1+dnu” 


1—dnu 


ag or etzen wit 


Werden diese drei Formeln benutzt, und setzt man in den Reihen (I,) 


bis (6.) $. 176. noch 4% für vw, so 
/itsneu _ 29’ 


PR 
1.K V 1—sneu — Siny’u u #7 p ; Sindy/K 41 di Sinöy/K 1} SiniO,K — .; 
2, Ki en — Anl, Sin Eınyu +4 ‚ Sindn’u 2 Sindn/u EN y/ emiayr+ 
Fr itsneu Sind’ 'K "Sinöy‘K SiniVüyK "SintyyK 1“ 
2 Vi — 11. Tang Wi uf een + np? Bo. 0 +. Sinsn/ı 
+ cn u 2 cn K " 60827, K "Sind K = 
Sind’ u 


A+enu RR m _ / 
4. Enge von . St ——AU'p. 
5 ti — dnu u u j 
f kV Ian. Ka 5 3 Pp- 


6. K.yıtt — 


1—dnu . Ct 7 


+24 


.. Sinn’u 





erhält man 


Sinsn’u 





Sindry/u 
y’ y10, 





+ 2'p". 


Gh K- ....;: 


Siny’u Up. Sin?y’u — Y'p. Sindy u 
Siny’K : N 605 Gr’ K "©&in3y’Ä 
1 9y/p° Sinty'u 
P- RT 
Sins’ 1... Sin? RN Sindy‘i 
Go: 057,‘ te 4 Gurk 1 - dr’ 
-- u’ p". K — +... 
a „ Sin2y’u Sindy/u 


u 
EZ Aa 


Gos4r’K 


9, 7 „, re Ahee 

" C0527 R 'K Tr "Eos3r’ A 
Sintr/ u 

Haup" $.. 


” 


4’ K 


Auf gleiche Weise erhält man aus (7.) bis (12.) $. 176. die Reihen 


14 * 
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‚it smex. 1 siny sin? | 
a 2 yu sindnu 
7. K. 1— sucu y co 219. 605% K’ m X 27.  Smk 0”. Gar 
j 0597 A 
sin4 nu 
—] / „' r-.2A ... 
L 684, K’ E 
8. Kr. I—sncu __ ntang U — Ag. sinyu Lg. sin?Qyu Br sin3yu 
14 sucu 2 G057K’ MLATSTET nK’ "&0337K’ 
Yan sin» u 
- q er a 7 Bea .... 
” 19 G054nK’ r ’ 
1 — enu yu sinyu sin? in3 
9. — = ntang + 244 ng N 
een 1 SR TI 2 5, + 279 "SindnK’ 
u ah u 
Toner 
{+ enu siıny u .„ sın?vru sin3r: 
10. Vitee not ag re ng, Alan ng, Andre 
l 1 — cuu Tg "SinyK’ 7 6052, K’ + 2nG "S&in3yK‘ 
sin4rw 
— 140 Fi _— R 
AI TTTT Zu u 
1 —dnu sin? u . sindru sindru 
. k. / aeg — An. — — dn.— —. r > : 
11 ‘.) 1-+- duu "Sin?yK’ be Sin6y,K’ Ken Sint0,K’ 
’ sin7»u 
4n. u 
ro. Sint4y,K’ Toon 
{ + dnu 2n n„... Sinvu sindru 
ur PR = — Ange ———, + 4’. ——— — 
u V 1— duu sin Zr 9 Ener 9 Sind, K’ 
u 
De REN a... 
TR Sin1l07K’ r 
Es ist nicht zu übersehen, dals 
14 snu /i-+-sneu 
] Aenilliinpee — E _— f1 1 
V Pe —=tang(}r+}amu), A tang(17 + lamev), 
FE tang(}7 Lamu), I—smcu _5 ef ) 
1+5s u vn 2 1+ sncu ang (} % ——-zamc u), 
1 cenu t[-- encu 
fee ui It enou _ got} 
V7—, > sotang zamu, Tone, eot 2 amew, 
t— cenu__ em /l—encu__ i 
ae tang Jam, V De tang Lamez, 
+ dn u 1 (1 2) I+ dnceu _ ( 1 
ungen SER u1,— nn 1 nn 
1—dau cotzam|rü, > 1— duacu cotzam\k(A—u), 2); 
t— dnu ( —) 1— dnceu 5 1 
re olam ku. — — ol (f — +) 
y i+ dn u. tang y a ı ü, k ’ [++ dnc u. tang 2 am k (K U), rn 


und dals also die vorstehenden zwölf Reihen auch zur bequemen Berech- 


Die bier noch fehlenden Reihen finden sich 
in $. 180., und in Beziehung auf sie fügen wir noch die Formeln 


1 
= tany (i #+tam(ku, —), 


nung der Amplituden dienen. 


1+ksnu 


1 — ksnıu 

















Vierzehnter Abschnitt N\178 109 





yo snu __ . . 1: 1 
1+-ksnu tang Ir — am (ku, 7)» 





be Hi sncu __ (1 . i 1N 
Lhimer — nglirtram(icKn,) 
1—ksncu __ (} ’ (x 1 
Tr tang( 47 —zam|kA(K— u), —)) 


hinzu. 
$&. 178. 


Eutwickelaung der Modular-Functionen der Argumente z und K—u in Reihen, welche nach 
Potenzial -Functionen der Vielfachen von 7u und »/w fortschreiten, 














Es ist 
1% Er sneu Map A— sne u NEN 
2 — SRCU = .” sncu cnc u 
1{-sncu — sncu 1 
4%’ Ihnen — 1) — -—=Ktoou = —; 
1—sınc u = snc uw tn zu 
1+cenu 1— cn 11 1 1+enu 1— cenu 1 
rn 41 — — und 4 Euren —_—1)/)_—— = ; ferner 
1— enu 1+ enu sun u 1— cnu 1 enu in u 
[+ dnu 1— dnu 1 
+ zu ıd 








1— du u +3 1+dnu ” ksnu u 
yiken wat dn x BER KM 1 i 
1— dnu i-+ dnu ksnu k cencu 
Diesen Formeln gemäls lassen sich die Reihen (1.) bis (6.) $. 177, auch 


wie folgt darsteilen: 
k’ Ei Sy pt Siny’ua 8n’p!?Sinsny/u  Sn’p?? Sinsy’u 






































EEE .— 
enc u 14 tn u Siny’u 1—pt i—p!? 1—p?? ’ 
k’ 1 __ Sny'p? Siny’u PN Sy’ p® Sınany’u | Sn‘ p 1 Sindn/u 
ai + en 





woraus man durch Addition und RER erhält: 




















k y' An'p® =., 4 re 4 y/p10 
1. encu  Sinyu 7 1+-p? Sinn’ur ir snut Fern Eindyut.., 
1 n‘ 4 'g krot 4 7'/p\? 

. = — ni A I PEN AR nen 
: tnu Siny’u —1-p? ; Sinn‘ uU 4i—_n* —p® Si Sing or —_p10 Sindn‘ u 
Ferner geben die Reihen 

2 1 ! Culu_ up’ < "p! 4n'p® 
De  röueak > ur "u— 
sn u tnu N Got 2 Ip: Sinn +! itp® Ein? Ip \ Sin 37‘ u 
4v'p® 
SERPINRERE 9 > 
1 1 





no = ang "+ u Ein? a4 DIR - Sin 3y’u 
ur... 


Sul u 
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durch Addition 


1 n 
neunte - Sin? ut - Sindy'u + 22T 


snu ang 








In rs — SinGn/ Ut... 


“ “.. - ” “.. 1 u: 
Durch Subtraction erhält man dieselbe Reihe für ze wir vorhin. 
il 


Setzt man in den gefundenen Reihen «+ 2X’ statt w, so verwandelt sich 
k dnu . kenu 1 dn u 


B... 
= —ın in —— und — h s wi 
eu nu u = ._ in ksna; daher haben wir noch, 


weil sich 7’« in ar POEEN die drei BE 


r ,, RER Y 4y’ p* \ jr 
- M cn U — Gos Yu -  1-4+p? N (u 1- TE 6 Co 537’ u Ep. Fe 10 - Cos5n‘ den —.— 

















b in Y' 4Y'] Irp°g 
n. dou= Cora = - Cosy u— De Zu ZUR” 5 >10 — Cog5n' Uns; 


| e.— / ® 47 
G. Asnu = rn’ Tangy "I. 7 2 - Sin? u SEP! Sindyu— — yp: - Sin6r/ uhr —... 


ir Ip? i+p" 


Setzt man wieder @* = x, so kann die erste Reihe auch also dargestellt 





werden: 
} 2 y' D2y'p? m 
4 SEE 


en | ) Pa! Pr -3 2n/p'?, -5 
me er 1- 2 pi Euch \ X )t 1-Fp1° (a u. )EREr 





eicu CL +p: Zu 


. 1 .. Ep .. [7 
und da x in a übergeht, wenn K—u für u gesetzt so hat man 


2y'p& 2r'p 2y'p3 Iytp: 
—o A. A FE et P I 
cn i—r?ax* ' “er r itp: * + it 310 ya. 














2n'p° ee 2n'p!5o® 


Tibet  1-+p° " i+p'® Ba 








Substituirt man die Reihe 
2,’p2 an wege Dit PB. TB. 
gm 27 Be psp Pe trripetee; | 
und bedenkt, dais 
Qutnm3 
N # se P I P L u 3 3 
I pi— ——— 7 PX u 
it pP’ Ip 
Dr ge 2y' ie 2,'p’x 
2 Pe —— = — 
i ET is 





‘ = au r « 
277’p? x° 2y'p°.a! 


„u 277 Ze © 2 TE 


u. 8 W 











ist, so hat man 
hi’ 4‘ 4 +27 'p 
——_ —- losyu / 08 2 

en u —A4#n ’ Cı T a ; Cos 723 ee Eossnur N 14 Gos Mut. 
Ganz eben so verwandeln sich die RE (2.) und Be“ in 


1 47° - ‚ Ar'p! =... 4% 
5. —=_ a Siny’u+ ee, Siniy'ur - Sinsn'u+ 2 


| 4 ı'p? 


A 





u; 





in a Sinrfut en. 





m 
= 
= 


aA E aRr 4 af 1% LE ® 
ı on = "+ tn: Gosdr ut - os 4‘ ur - Kosbr'u + ....; 
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und substituirt man noch «+? K’ für w, also Yuw+ 17: für n'u, so ver- 
wandeln sich diese drei Reihen in 











10. kenu = a Einytu— 2; - Sin3nu-t- a Sindn’u 
nu erh 
11. decd& = in Kos u—- 1, Cor I Dr Arc - Cosär' u 
_ Sos7yut—ı.. 
dv’; 


I 





12. Aksnu = n— me 08 a et > Gog 6n'u 





+7 wenn , Los 84 U— tt... 
Vertauscht man in den vorstehenden Reihen die beiden eonjugirten Moduln, 
also auch » und g, n und x‘, indem man zugleich wö statt « setzt, so er- 
hält man Reihen für die eyklischen Modular- Functionen des Argumentes , 
welche nach ceyklischen Potenzial-Functionen der Vielfachen von nu fort- 
schreiten. 


$. 179, 


Uebersichtliche Zusammenstellung der einfachsten Reiben für die eyklischen Modular- 
Fuuetionen. 
Die vorhin entwickelten Formeln geben folgende übersichtliche Zu« 
sammenstellung: 








\ 2,;,sinzu , usind3yu , 2rsindru |, Ir sın?mu 
1. k snu = Z—— BR - Zu: Zior 17, == Tg > 4... .. 
Sin; Ä SinsyK’ " Sin; K Sin/nK‘ 
2ncosyu _ 29 cosInu 4 2ncosdyu __ 29 6087 nu s 
SinyÄ’‘ Sin3y,K’ SindyK‘ Sin/nK' 
2 ‚Sintntu u Sininu » SinGny'u 
1 are r24P er = — np. — -+ 
"Cos2K &0547 K’ Soshy’ A 
In’ Sosın’u 2m’ Sos4ny’u In’ Sos6y’u & 27’ &08Sn’u Er 
Go327’K Gos4’K Goshry’ÄK Gos8 K zer 








2. ksncua = 


A 





3. ksnu=nTangyu—? 


u — 
.. ... 











4. ksncu = — 


























1 7 sinnu .„  sindnu sin önu 
5 u u Int . Mineral in) IV. u...» 
nu sin nu y 7 SınnK’ r 7 Sin3nK’ vor SindnyK‘ + ’ 
l cosnu cos Inu - cosdnu 
6. Dal En us Due? SE. ii ag „EBENE 
SUCU cos 7 +2 7 SinnK’ 2. 7 SindnK’ +19 PR + „>. 
. —— DB . u u... 
sn u un u en ’K rk "Cosby'X 7? 
8 1 _,r, 2n’Cosıyu |, 27‘ Br In’ Soshn/u 


cn I TREK Cos 4 K + Sos6n’K Tee 
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2ncosnu 2 cos3nu 21 cossnu 2n cos/nu 
Cs n7K' 7 Go83nK’ Ku 0857 K’ + 8057nK‘ ec Zere 
2n sinnu 2n sın Inu 2nsindönu  2msin /nu 
GosnK'  Co83nK' + GosönK’  Ko87nK' Tees 
n' Goön’u Gos53y’ u en „ Eos5r' u 
il. kau= un” 2P- "& ee tnp £ "Cosi K p” nt eV 
2m’ Siny’u 27’ Sindn'u & In’ Sindnfu In’ Sin/n'u u 


9, kmu= 


10. kcncv = 














12. kcncu= 























Grm K  Cos3yK Go55n7’K "S37yY K oe 
/ N cosy u 3 _C0S Iyu „ cosdyu 
- — — 10 za ur —) pp —_ ED 
13. en u cosyu = 087 gt? "& sönK' "9 Gos5yK' Tr ’ 
4 2.1 N ie sin siınnu ur sin3nu . sindönu 
14. encu sinyu T- GosnK’ 7° 6083n7K’ . GosönK’ 
ö k’ In’ Sosrmtu In’ So83n’u . In’ Eosdn/u En 2n’ Cos7nfu Ri 
15. au GusyK Gos3n7'K Sos5Y/K Gos7/K PEONER 
k' 7' „, Einn/u „3 Eindn’ u „ Sindn u 
— 2a FR er 24 I. In'p°. rue .... 
16. encu Sinn’u um; Go3Y’K ! * Cos37 Kt Gr Kkt 9 





In cosInyu 2n cos4nu 27 cosÖnu u In cos8nu 
17. du=yTt 60527 K’ r 60547 K’ Tr C0367K nu G058nK’ Te 


18 Zu 21 cos2nu + Incos4yu  2ncosbnu En. In cos8 ua ne 
2 ee BL 779777 7 G054n7K’ GoshnK’ I SosnK TE 


9: son u 
0 r u SW = 4 / 603 7 u u fj An mr CHE In! u A 7°, (50 win Üle Zug 
19. u. ar an‘ tr? En SinYK „P Sinsy’K +2 "Sinsm’K ” ‚ 


90 uns 2! Cosn'u an’ Gos3n/u rs an’ Sossnfu 27° 803571’ + 
ne —— — = — —— . —— me — — y- — 00 
i ‚ Siny'Ä Sin3r/K Sind’ K &in7y'K 3 


,„ sn?nu an. Sinn 6, urn u 
+ =. taneru—? ee Ira. — ee 70 — 


sınSYyu 
f 8 Pe — 
Ing "Cos$nK’ .„.... 























„ sın?dnu sin4yu sinbonu 
93 KK. un ot — da, — rang‘ un Di . nee 
me A inc ‚ 4 60527 K’ I. Gos4r,K’ 17 G056r K’ 


Yu, sin 8 sindnu 


id 771277 Zuaiedd 
d;- 


2 Sınylu 29 Sin’nu an Sindn u, u Sin’nu 
235. AK.inum= _— - - 4 4 + Lu 


a 4 














Siny’'Ä Sinar, 'K Sind‘ Sin/v’K 
? Sin’ = u . Sind’ 
24. ktncu = BABES SOER >29 : BE.) EEE, y j 
zer Sinmu Prim, 74 'F' Sinan'K P. Sinr’k BE 


Zusatz. Aus den vorstehenden Reihen erhält man, wenn wieder 
I . ‘. Pd . ® 
37.7 =v gesetzt wird, für «=0 und w=K die folgenden particu= 


liüren Reihen; 








« u A = 
23: A= 2 (+ 2ı orten +5 ut) 
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26. r Hntantntant) 
2 2 2 
27. kAK= Sure .: Ense mr r —..); 


28. kA=1r 








do 


5; 7 — 4 5 + 5 7v +. nn 


nt —n 1 ——,—n —— m — 
29. KB 37 (1— Ss, tr Gm antos re 
ev 2 ev 2 ev 2 ev 


) 
e. Kerlt., -unteom mt) 
1. Kae vli+2l rn nt) 

| ) 





Sinsv Sindv Sin7v 


2 em? 2er 2 ev Dem! 
’ — 1] 
32. K.K= 4a So, FT Sn tn” re 


$. 180. 


Reiben für V= ‚ wenn ? eine von den Modular-Fanctionen snu, ksnu, ksncu, encu 





und dneu ist, 



































Es ist 
k. nn, = - +Atnu und 4. ern == — — k'tnu, 
K'. verrer = dncu+ kcencz und X. ern —= dnca — keneu, 
k.. tier —= dau +kcmw und X. Fels —= dnu — kenu, 
a rn = — +A'tnu und Vier: = —_ — k'tnu, 
Kl: 6 u ta und kycan ri r _— 


Daher erhält man die gesuchten Reihen leicht durch eine Zusammensetzung 
aus den vorigen Reihen, nämlich: 
1. # 1+snu ri: 4n' Sinn’(K-+u) AN 47’ Sin3n’(K-H-u) + 4n’ 4n’ Sindn’(K-+u) 
- 7 ri1—snu Sin2y’K Sin 67’K —  Sin107’K 
4y' Sin7,‘(K-+u) 
7 14’ ÄK Toms 
K mt. —_ 4’ Siny’(K—u) ‚N 4,’ Sin3n’(K—u) & 4’ Sindn/(K—u) 
- FT Enu  — SindyK Sin 67’ K Sin Wy'K 
4r' Sin’y’(K—u) 
7 Ein14n’K Fe 
3, Ki yırtemu _ 4y’ Cosy’(K+tu) _ 47’ Sos3r’(K-+u) en n' &osdy/(K-+u) 
"TR 4—ksnu Sind’K Sinsy’Ä Sin Wı’K 
»' 6 7 7 “K-+u) 



































Sin 147° K + — ..n 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XX. Hft. 2. 15 
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4... 1—ksnu __ 4n'Cosn/(K—u) _ 40 C0837/(K—u) + 4n! Sos5n’(K—u) 





























1+k snu SinıyYK Sinby’K Sin 1077 K 
4u' 8057,’ (K—u) 
6; Sini4y’K ro. 
5. w.yırkmen . 2. 2 Bi/ptBelfe _ SD el. RT” Bien. 
I—ksnen Tas * OindyK Einb’K 1 EinliyK 1 


Ai—ksnceu _ 4’ Bosyfu 49’ CosInfu 
































6. A’.V mn ae rn 
I sncu Cindy K  SinbyK | SiniOyK  Sinih’K De 
An’ Siny’u , 27’ C0857 u ,„ 2’ Sindyfu , 27° Cos4ry/u 
7. j -_ceneu 2 Pr / 2 / 
eo Er Siny’A r Svö2r’K r Sinsy’K + Go HK 





27’ Sindn’u 
v Sindy’K ten 
8 jak eneu _ + _ Ir’ Siny’u + 2’ Sos2yfu In Sin’y'u + 2,’ Cos4nfu 
2 i+encu l Siny’K G032y’K Sins K Cost’ K 
2,’ Sindr'u 
Sind K ” Kur 


{4-dneu In! Kosyu Sos2y/u „ 2%’ Kos3nfu 084n/u 

u = 7 werd + Guck + Gosör’K + rk 2 has, 
50897 527’ 5 547’ 

nn a ac + et 
Ganz eben so erhält man Reihen für dieselben zehn Wurzelgröfßen, 
welche nach Potenzial-Functionen des Arcus 1% und seiner Vielfachen 
fortschreiten. Dieselben Resultate findet man aber schon dadurch, dafs 
man in den Formeln (7.) bis (12.) $. 177. K— u statt u, also 47 — u 
statt nu setzt. Daher geben wir nur noch die folgenden Reiben an: 





















































14 ksncu 2ncosyu , 2ncos?yu ,„ 2ncossyu , 2% cos4yu 
R RBRU. 7 7 
11. &. 1— ksneu NT SosnK? C08yK’ ” 60527. K’ + 60837, K’ r G0547, K’ Tees 
I— ksncu 27 cosyu | 27 cos2yu 2mcossnu |, 2mcostyu 
Yo al nn 4 BE iss Ü Er . 
12. K 14 xsncu ” Go5n7K’ + 6052, K’ ‚Go3nK' ni 6054, K’ Tan 


Zusatz. Es ist nach $. 32. a et = ER also 
+sncu en4u 

I—snu __ en(4+K++u) 

I#snu en (+K—}u)? 
/i—ksneu __y/i—k 1-4-ksn?}u d 1—ksnu __1—ksntusnc}u 
j Ifrsncu FIR Tram 14+ksnu ° A1+ksntusnctu? 
I—cencu_ y“ (+K—14u) 
1+-cencu” "sn(} K+4u)? 


— ksn (4. K— iu) sn (4K-+ In), 




















y: —enu _ Sn3u 
i+enu snctu 





: also 











y {— dnu {— dncu 


1-4 dncu 
Hiernach können die vorigen Entwicklungen auch noch auf eine andere 


Art dargestellt werden. 


—=ksnl 4 
m ksnlusnelu, also 
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$. 181. 
Reihen für die Quadrate der Modular - Fuuctionen. 
Nach $. 179. Formel (1.) ist 


' Fe sin(2a—l)yu __ q 
ksnu = 2.8 nQari)yK z== 41.8, um sin (I +1)nu; 


daher ist 
2a+2p+2 
zug on 1617. S = pm PR) sin (2u +1)yu.sin ZB +1)yw, 


und da 
25in(?« +1) yusin2P +M)nu = c0os2(P— a)yu— cos?(a+Pß-+1)n, 


so Ist 








2a+23+2 
2 9 u PN q . 
li su = on SD ars (1— g*?+?) cos? (ß a)n u 


gierp ’+2 


ee gt?) (1— gt 7 82a +P+1)nu, 








und es hat folglich die Reihe die Form 
Ksn’umy 2(A+A cos2yu +4 cos4nu + Aoosbn-h....t Äoon? Inyu-.. 


Der Coefficient A entsteht aus dem ersten Theile der vorigen Reihe, wenn 


man B=u setzt. Es ist 
u. „u BR. 8g'® 
A —— S d-gep = (1— 4?)? y® + ar Tage + ....5 








also 
2 2 2 2 


2 Sin?„K' + Sin?3ryK'’ Y Sin?5,K’ 7 Sin?7nK’ Tr. 











Zu dem Coefficienten A flielsen drei Haupttheile zusammen, da n = 
+Pß—uı), n=—(ß—o)=a—P undn=a+Pß-I1 sein kann; da aber 
cos? —a)nu = cos?(a—P)yu ist, so sind die beiden ersten Theile 
gleich. Es sei 


2a+28+2 
Pa. 


d— g’t?)(1—gq 
8 „?e+28+2 
= au 
d ee u 
so ist der Coefficient A= 2 P—0. Es kann P, da in ihm $ = n-+tu 
ist, so dargestellt werden: 





Tazy cond. PB —ı=n, 





RR, cond, s+P+i=n, 


Sg 
pP = S de gtrtet?) 
Sg” 
= N) ) L an ,® 
0 (1— g**t2)(1--g ı u 


und 








ı5* 
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Der Ausdruck für P ist eine unendliche Reihe; der Ausdruck für O ist 


geschlossener, da 4#n—4a—.2 positiv sein mufs. Es ist 
gt? gutiet? ger? (1— «d») 


1— ger? 1 gettat? — (1 gte#2) (1 gets #3) 











also 











ee Lu g’” gtt2 gertiet? 
. (1— gtet2) (1— gtr+%e#?) u ge (3 gtet2 u rer) s 
oder 








BE. zu gte+? gentict? 
P= 1— gr I get? —S ve Pl. 


Lälst man nun die sich aufhebenden Glieder weg, so erhält man den ge- 
schlossenen Ausdruck 
6 


8” IE gq gt? 
P= 1— g" tr te. 


ge. . ie BR ER q 
1— ge? + 4n—4a—2 + 1 una! (d1— \ 








Ferner ist 

















1— q g**t?) (1— ge"+4c#2) ’ 
und also 
g?” gtet2 er Fealibe | 
(1 us u (1— a) cc m g- En ” uhin 1— gr —te2 + 1. 


Zerlegt man hienach jedes von den n Gliedern des Ausdrucks Q, so er- 
hält man 


160? q? g® g* " all 
0= ed ne Fuer Bu a se a er DRK ao a 


, RER ger? 
es ist mithin 














2 __ —dng® _ An 

A= 1-07 ° Sin2nyk'* 

Multiplieirt man die Reihe für A’sn’w mit dw und integrirt auf beiden 
Seiten so, dals das Integral für uv=0 verschwindet, so erhält man, da 


nach $. 64. / Kanu. du=u—elu ist, die Reihe 





1 2 3 


u—celu= Ayu+ Gsin?yu + Zeintyu+ sin6yu+. 


und wird hierin uv=K, also elu=E gesetzt, so fällt der periodische 
Theil der Reihe weg und es bleibt blofs 


K—E= am.t, 
also 
Ay = 1-2. 
Es ist mithin 


1 Be... er 2 2 2 
u Zu ;. 








Sin?„K' r Sin?3n7K' + Sin?57K‘ +... ) und 
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E Am?cos?yu 8? cosdyu 129? cos6nu 
2 ? en Be Du Be #0. u ME . / 
1. Fnumi: en,K — Sinink  SinönR’ 


16%? cos8ru 
omarae L me GEBE Jao .- oder 
































Sind,K’ 
E , 4?cos?yu | 8n?cos4yu | 127?cos6yu |, 169? cos8nu 
2 — u d d - / L - Ä _ m r 
E An? cos?ru , 8m? cos4yu 12»? cos6ru 
PER VOREREEG,. 2 12 ED / / / / 
3 Knu=z—h’t Sin,K T SinayK T Sin6,K 


1697? cosIyu 
tee re 
An? eos2yu 81? cosdnu 1 127,2 cos6nu 
Sin2yK’ Sin4,K’ SinönyK’ 
_ 169? cos8yu ® 
SindyK’ 
E 41? cos?yu r\ 877? cosdyu 129? cos6nu + 167; ?cos8yu + 
K Sin®nK' ! Sin4;K’ Sin6yK‘ SindyK’ wi 
E » 49? cos?yu , 89? cos4r 127? cos6nu 
2 Ba Bu / hi - 2 / 
6. kncu= K a Sin2yK’ + Eint,K’ Sin6, K’ 
167? eosInu 
En SinsyK’ 4... 
Zusatz. Erhebt man die Reihe (9.) $. 179. zum Quadrate, so er- 
hält man für das von % unabhängige Anfangsglied die Reihe: 











E 
4, Kndu=1—- + 





0 a ET 2 











5. daeu= 




















an a SE DR 2 2? 
gw.—n rt u) 
Erhebt man die Reihe (17.) $. 179. zum Quadrate, so findet man 


ur. ( S 2 2 ) 
K BaRr N I+ GEIST STEHEN AL STEITT u s 


. K 
Setzt man also wieder 47.— =v, so hat man 



































K 
Zen 2 2 2 2 2 
1. KK-E = 0 (tostontunt) 
8. KE-kRK) = in. to tan tsent)o 
® So5?v ' Eos?3v ' Cos?5vV 608? 7v 
BR ? 2 2 ? 
9 K.E= (im) (Mast Go5? 4v Hutast) 
Werden die beiden Gleichungen (7.) und (8.) addirt, so erhält man 
u „ 186082» ,„ 8C056v ,„ 8EC0810v , 8Eusllv 
10. K.RT=(ie)- lenz + sm, mm mm tr fe 


Weiter ist, wenn (8.) von (9.) subtrahirt wird, 


2 2 N 
zu un > 





/ FRERT 2 2 2 2 
1. #.K=(e). ar 605? v + Cos?2v Kos? 3v + 605? 4v 
Aus (10.) und (11.) erhält man endlich durch Addition: 








1iö 12. Gudermann, Lhevsie der Alod.- Lunci, und der \lod.- integr. $. 182. 








2 ee 2 | 
12. Kim) Hat tntntat 
also 


Din 2 2 2 2 2 2 
13. K’= o Hantententomntiut 
$. 182, 








Nach $. 62. ist 

1 u 0? loe snu K'% 0? loe enu 
— = Ksn’u— = und —— = — Ak’ on’u — — 
sn? u Ou? en? u ou 


Es ist ferner 














Ologsnu __ enudnu __ „, enu 




















ou Te . 
KEN sin2yu „, . Sin4yu Op on 0, Sindnu , 
EEG NT Gy NT Go N 
also 
O’lgsnu _ __7? a, cos2nu 9,2, cosinu __ ge. cos6yu 
Ta NT Se NT S52yK &053,K 





BR a,  cosbnu _ 
16 "8085497 K’ u... 


Wird diese Reihe von der vorhin für A’sn’# gefundenen subtrahirt, so 
entsteht 






































1 Z+ 2,2 _C0s2yu 9,2, _cos4nu 
sn? u u N ap "&in2n7K ey Sin4nK 
492,5 c0s6nu __ 2.ß, cosSyu FR 
er "Sin6nK 1674 Sin8nX&’ 
Es ist 4 
Ologenu _ snu 
ou °snucu 
sin ?y u sin 4» u sin6yu 
= 2? r { 3 .... 
el ad A 2 ae SSTErTAnE m Sindne t 3 
also ist 
0? log enu N a, C0S Iyu 2.2 cos4u 120. cos6ru 
Out cost zu ei Sin,K’ TR 80527 K’ + "Sin3nK’ Tee 


Wird von dieser a die ae u. $. 181. subtrahirt, so entsteht 














e k’? 12 ng? cos? nu a, cos4nu 
® ER = Y . - a te G o. Zw 
i en? u ni K Et Pr yon r# 1° in2r K 4 Sin#n7K’ 
ur, cosönu _ 
+27. ne te 
Es nen diese beiden Reihen auch also dargestellt werden: 
1 cos?2nu cos4n u cosönu 

nun — —— 2 Bea. u u ? wi — mn anne 2° — 7 IX Y) 
TECH K tan ng. Sin2„K’ L "&052n7K’ —I2g- Sin6nK’ . 











i cos?nu . cos4 u ar cosbru 
2 Er > 4, Yan? 6 a a 
tnc?u ur cos? ra: 9 Sin 2n7K' ni Bo SindyK' +17. Sin6rK’ To 
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woraus erhellet, dafs die eine Reihe in die andere übergeht, wenn K— u 
statt © gesetzt wird. 


Vertauscht man in den beiden Reihen 














E An?cos?mu Sm?cosdnu | 12n?cos6nu __16n?eos8nu 
2 2  — Aa Sa Em Emm Dunn. _ e ’ I 
Koncu=1 : a; ea SininK‘ . Ai SinöyK’ SinsnK’ * ’ 
1 2,2 cos2yu „,, cos4yu 
— „0. zu — 8 . > = 
snc? u ta er Yu erg Sin2yK’ I Sind nK’ 
2.6 ecos6yu 
+12» 1-Sin6,RK 4... 


die beiden conjugirten Moduln mit einander, indem man 2 statt « setzt, 
so erhält man die m Reihen 
47'?Co5 ru 8n/?Cosintu „ 1297’? Cos 6ny’u 
VE / PER. / / / 
Be BEI x + Sin 7’ K Ein4dy’Ä + Sin6y’K 
16 7’? Sos8y/u 
Sindsy’K ein 
| 2 » 8085 2r'u 2 Gostr’u 
| Bass yr 7% y” p* 
| % “u=1-— er [a " Sin? „Ktronp * Sind’ K 
o.6 808 67/u 80587’ u 
12 p’ 12 7° . 
FI pe N Prey 
welche desto rascher convergiren, je mehr sich der Modul % der Ein- 
heit nähert. 


























f $. 183. 


Reihen für das Modular-Integral elı der ersten Art, welche nach Functionen der Vielfachen 
von yu und 97‘w fortschreiten. Ausdruck der Modular-Logarithmen durch die 
Hülfs - Functionen. 


Multiplieirt man die Reihe (2.) $. 181. mit du, so erhält man 
durch Integration die Reihe 


E 2nsin2yu ,„ 2nsinAnu 2nsin6nu ,„ 2% sin Syu 
1. el = — U Tr — en u gr ..0o8 nn 
K r Sin?nK’ ” ® Sin6nK’ ram Sins K’ ‚ also 





Sin 4n7K’ 
%, eku= E— u AN 2nsio2yu 2ysindyu 2nsinbyu __2ysindmu + u 





| Sin„7K Sin ‚KT Sinork‘ K'  S&insyK’ 
| Integrirt man die mit u multiplieirte Reihe (5.) $. 182., so erhält man 


3. elu= (1-Z)u+r2 Tang nu 24'p° Sin?y’u — 2 p. Sind u 1 








Sin?y/K Sind’K 
Sinby’u Sinsr’u 
146, n’ p°. 
| Aa a 


und integrirt man die mit — du =0d(K—w) multiplicirte Reihe (4.) 
$. 182., so entsteht die Reihe 
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nn 1 ‚ Sin2y/u 2 Sindy’u u ‚, Sinbyfu 
4, eku= E (1 7) U — 2. "Sin!y'K +29 N SinhyK u 24 . Sin6r’K 


Sinsy’u Br 
72 Rt 
Multiplicirt man die Reihe (1.) mit dw, und integrirt, so entsteht 
BR _; u? __ 082m u u cos Anu e cos 6nu cosänu_ 
Imu = K’2 r SinnK *'&inanK' 3° Sin6nK’ + SindnK’ "” 
wenn man die Constante der Integration durch A bezeichnet. Da nach 
$. 174. 


er ER ug cos4nu 7 cos6nu 5, cosdnu 
bog iu un long ri 2 SintyK 3 Sinne Sn 


ist, so ist Imu = 25 ee logg + logHlw. Setzt man, um die Con- 


stante zu bestimmen, u=0o, so hat man Imo=o, logHlo = log Y‘%‘, 
also o—= A—logg-+logyk%‘, folglich 
E u Mu 
. Im=-.; trlo s(7,)- 
Wird in dieser Formel K—u ni u gesetzt, so hat man, da HI(A— u) 
— Gl ist, 
6. Imow = JER— Eu+#.4u° + log (&*). 
K' Vk' 
Wird die Reihe (3.) u du multiplicirt, so giebt die Integration 


E’ Co52r/u pt Cos4n’u 
= $ P —_— In Er s 
men (1- #7 2 rioglosyurp. "Sindyy’K 2" ©Sin4ry‘K 


p? S056n’u f 
+7: "Sin6n’K ni 











und da nach $. 174. 


„ 0852 / * Co54r/’ 
log öl’ u =log(2g'Yp.Losn'u) +p’ Snink z-Eind/k 


G056 7’ u 
+5 ı ı Sin6y'K ten 














ist, so ist 
’ 2 
Imu = B— (log2g’ YpP)+ (1-5). + log&l'u. 
Setzt man, um die Constante B zu bestimmen, «= 0, so hat man, da 
Blo=yk’ ist, die Gleichung o = B—log(2g'yYp)-+logy%’; folglich ist 
7. Imu = (1-7).5 +1 (2). 

Setzen wir auch in dieser Formel K-. für u, so ist BU (K—ıu) = 
eraX=) (Su, also 


log Br (K— u)=rn(4YK— u)+ log Slu= 


zum KW) ig Hlogot, 
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folglich 
E'\ (Ku)? z (Ku)? tu? Sr 
Imcza = ( 7). 1 
ai - 3 Taama Tan trier 
Da aber au Ed so reducirt sich die Formel auf 


Imceu = — — E.u +6 - a)" 5 + log (>), 
oder endlich auf 


8. lImeu = .. E.u ut (1— 2): u? 4 Le. 


Zusatz. Die Formel (7.) wurde an ohne die Relation 


si - TE Ind .. . v 5 
tum = sEK anzuwenden; wir können aber diese bei Herleitung 


der Formel (8.) angewandte Relation daraus herleiten, indem wir «= A 
setzen. Dadurch entsteht 


ImK = (1-2) 4 KR’ +log X, 





Da aber nach $. 73. 
. = R == 
ImMA = —-+tlo eV und BVÄK = et 
ist, 8O = 


= (1-7). K?+ 27, oder ER’ +E’K— KK’ 


Din 


und folglich 
E E' sc 
te! me‘ 


$. 184. 


Die Differenziale der acht Hülfs- Funetionex, 


Differenzürt mau die Formeln A ) und (6.) $. 183., so erhält man 


elu = Z.u+ u; — 


und 
ce los Gl: 


Tr 
E—elu = —.u +; 
K' 
daher ist rückwärts: 


© log Hlu E 
u © = elu— z* und 


log Gl E 
g 03 = — E — elca m TE . U, 





du 

Difierenzürt man aber die Logarithmen der Gleichungen (6.) $. 171., sv 
erhält man 

Crelle’s Joninal d. WM. BUXX. Hit. 2. 16 
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OlgAlu _ OlogHlu , Kenu OlogGlu ,„ sncu 
Er encu ou Tr 











—- 



























































eu Pr ou snu 
OlogBlu __ HlogHlu snu __ OlogGlu 4 k'encu 
er re ou sucu du enu ? 
log Gl 1 Pa olorHl u = PR sn u snc%. 
cu du 
Werden diese Werthe benutzt, so hat man die vier Formeln 
0 log Alu ; k’enu E sne u 
1. Bu elu— Zur encu E eleu — Zu+ snu ? Iso 
o:logAlu __ E 1 
ou? u tn? u? 
a a loeBl u E snıu gas E k’ cncu 
2. u Yeah elu — Be E— eleu Eu: >= ‚ also 
O?logBlu  __E 1 
ou? Kt K tnc? =? 
ologeGlu E E 
} —n = — —U— u pl — un on 
3 Ep elu zu ik’ snu sncu E — eleu K% also 
8?log Glu E . 
u +dnc’z, 
öloe Hl E E 
4. I = elu— zgu= E—eleu— u + K’snusnew, also 
8?logHlu __ E 2 
ou? er K Tdn u. 
Differenzürt man die Formeln (7.) und (8.) $. 183., so erhält man 
FR. ; Oleg Blu 
elu — (1— Ze) e- ou 
RB log Gl‘ 
E — eleu— (1— u = 0 ls ölu 
K eu 


Differenzürt man ferner die Logarithmen der Gleichungen (8.) $. 170., so 
hat man 


























los Ul’u __ AlogBl/’u , kKenu __ OlgGl/u , sucw 
Fl ou eneu ou ns snu? 

Olog Hu __ OlogBl’u snu __ OloegGl’u K’encu 
ou 67 ou ae ÖOu {au 

N / / 

este — m — — kan u snew. 


Daher haben wir folgende Ausdrücke der Differenzial- Verhältnisse der 
Logarithmen der hyperbolischen Hülls- Functionen : 


nd 


D log Ar’ y E 
5, c a "= eu—(1-Z)u0+" en u = E—eleu— (1 )u+ Sncu 


OleBl’u __ a POCHEN E’ 
6. —,, = eu— (1-z)u=E—eleu— (1— Ju+R 8SNUENCU, 








encz uU Sn ’ 





K 
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p log St!’ z 
4 "=edu—(1-)u — k’ sn usneu = E—eleu— (1— 2) w 
ou K’ ’ 
log Hl ( —. snu __ E’ k’encu 
8. TREE 1-7 u = E—edeu— (1 )u— enu 9 
und hieraus folgen die zweiten Differenzial - Verhältnisse 
Ole Mu __ E' 1 log Gl’u __ IR . 
ou? we sn? u? ou? a ie ng 
O?losBlu __ E 2 log Hl/u __ E ı 
ou? vr‘ — A'so‘ u, ou? —- KT‘ 
$. 185. 


Eiofacher Zusammenhang der eyklischen Hülfs-Functioven mit den auf den conjugirten Med! 
bezogenen byperbolischen, 


Da nach $. 170. und 171. 
2: d un: Alu 
sanu = Vk'BVu un siouU — vr HI2? 





ist, so ist 
Au __ Alu 
Bu Hu‘ 
Eben so ist “ ji Sr . 
u u Hl 
an — Hu und Blu Hu‘ 
Diese drei Gleichungen lassen sich aber zu der einzigen zusammenfassen : 
nr DE En. En 
Mu Wu. mu: WW 
Sind, der gefundenen Gleichung gemäßs, die vier Verhältnisse einander 
gleich, so braucht nur noch der Werth eines dieser Verhältnisse gefunden 


zu werden, Da nach $. 183. 
E u? Hlu 
Imu = 2.5 + log (74,) 











und auch 





Imu = (1). + log (9%) 


ist, so geben die beiden Ausdrücke die Gleichung 


Ertl) = lH raly) 


oder 
Br 


(z + 9-1): ;= lo; He> 


welche sich, Ja T+u— = SER ist, auf die einfachere 





mu? Au 
—— Io 


+KK’ = Ha 


16° 
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oder 
2 ?ı 
Bu a j . ur —; 
In > e*##’ peducirt. Also ist auch Nm eäK s 
u Alu 

Dvz sr ur - 1% 

Hu — (RR u Su u RR 

Blu Glu ’ 


Vertauscht man in diesen Gleichungen die conjugirten Moduln mit einander, 
indem man u2 statt © setzt, so verwandelt sich die erste Gleichung in die 
dritte und die dritte in die erste; die zweite Gleichung verwandelt sich 
wieder in sich selbst, und dasselbe .gilt von der vierten Gleichung. Die 
vorstehenden Gleichungen können auch also dargestellt werden: 


ru? sr u? 
(3) un ZZ Zu / ® AR 

2, Al(ue) = 2.e'*, Alu, Gl(u:) = e**,Gl’u, 
murR ru? 


Bl(wi) = e'* ,Hl'w, Hl(wi) = e**, Bl’. 
Sie drücken nun aus, wie eyklische Hülfs-Functionen des rein: imaginären 
Argumentes u? auf cyklische Hülfs- Functionen des reellen Argumentes % 
mit dem conjugirten Modul zurückgeführt werden können. 


$. 186. 


Andere Darstellung der Factoren der unendlichen Producte, wodurch die eyklischen und 
byperbolischen Hülfs-Functionen ausgedrückt werden. 


Setzt man in der Gleichung (3.) $. 171. das Argument u=0, so 
hat man, da Blo=y% ist, die Gleichung 
Vk b) / ? 
rem 2yg. AFP). AH. IH)... 
und wird hierdurch die Gleichung (3.) selbst dividirt, so entsteht 


Blu = Sk DE er 1+2gt eos2yutg!? 
l (1-+-g*)? ° (+ 9° ... 











Es ist 








re rn EEE ui 


| - = —=1— —— 
(+ gt)? (14+q*)? C05?2,K’" 
Werden eben so die übrigen Factoren umgeformt, so erhält man 











i cos’zu cos?ru \/ cos?ru ecos?ru 
1. Alu=yk.sine.(1 )(ı— i ) l Ci —. un 


 &05?2nK’ 605?4n7 K’ \ 826,8 /\  Cos?87,K’ 











2, Blu = yk.cossu.(1 sin?yu )(i si? u (1 sin? ru )(ı sin? ar R. 


C5:2yK/\ Co; K/\ Co526,K/\ Cog?8yK’ 
Setzt man in der Reihe (4.) $. 171. das Argument u=o0, so hat man, 
da Glo=1 ist, 


= IH NUFMNArTN 


| 
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also 
Glu = en ut-g* u 1+2g!° cos2yu+g?° e 
9) (d-+-gq°)* (1 g!°): u 
1 2g 2 s? 4 4a*sın?» sin?» 
Da aber + cos ru-g = 1— ysın“ P N sın nu bet, . erhält 











dr q?)® Er (1+q?)? &8?yK 
man durch eine ähnliche Umformung der übrigen Factoren das Product 


, sin?ru\/f, sin?yu sin’nyu sin? ru 
3. Glu= (1 1 I )( — _ 4 )( un ange - ) ... 
G05?1,K‘ C05?37 K’ G05?57K 605?77K’/ 
und also 
3 u 3. m nur 
, Bun (1— cos?yu u- oe yu )( _ eos" yu )( __ 608" ei) 
Eos? N nK' 606?3,K i 603?5,K { 608? 7nK di 
Setzt man in der Reihe (4.) 8.171. u=K, so hat man, da GlX = y%‘ 
ist, 











Vk 
14 





— 1—- PP’A— YA—g’%...., 

also 

Be EL TERE BEER a en 
(i—q?)? TE (1— q!9)2 .... 


1429? cos?27u—+g* 4.4? cos? yu 
Da aber 1 I —1 49° cos? ru . 
(1— g?)? 7 (1-22 =1-+ Sin’, ist, so erhält 


man durch eine ähnliche Umformung der übrigen Ehen das Product 


s. Glu= K.(1 ih kn EN ‚auge En Ct cos? yu a cos? yu ” 
e v Sin’yK‘ T Sintdzk‘ Ten. 25yK’ Iran nk 


Sin? 

















und 


6. Hu yk(+ et et FRl+ ze). 


Sın?/r K 








Die Producte (1.) und (2.) lassen sich auf ähnliche Art noch anders darstellen. 





3 
Nach $. 169. it «= Ver und nach $. 172, ist y’ = yo —— _; folg- 
V(kk) 


lıch ist a’. g' vn Da aber 
f 


U’ u =: (1— 2p* 05 2,/u-t- )(1—2p*C082n7’utp'® 
— IypSinyu / p )\i—<=p y'u pP u, 
a?.g’ Y} N (1—p?)®?. ja p°)®?. 
ist, so ist 
DIET, Ba Y(kk'). — ’u 1--2p° Go? ,’ut+p® 1—2p' 603 2 ya ap?! 
u u ia (1—p®) le _ 























folglich 
Alu yY(kk‘). 


oder auch 


sinyu 1-2»! cos2yu+g? 1—2g* cos?ru--g!® 
(i— gt)? . (1 g°)2 .u...;. 
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= ‚ sinyu sin? 97 u sin?yu sin? yu 
7. Mu=y(kk). et r Sin?2,, Ta " ar te) und 


| cos 71 cos? yu cos? yı cos? 
ö. Bin ya. 2 fi Tann, Zul er tr) 


Aus den Formeln ER bis (8.) ergeben sich durch das bekannte Verfahren 
die Producte für die hyperbolischen Hülfs-Functionen, 








$. 187. 
Da AllK=BllK und Gl} K=HI}K ist, so gelangen wir noch 


zu einer neuen Umformung der unendlichen Producte, indem wir «= 
setzen. Ist zur Abkürzung 


«a=Al(}K)=Bl(}K) und ß=Gl4K)=HI(K), 
so erhalten wir, da ne=}7, also 2yu= 37 ist, wenn v=4K genon- 
men wird, 








= = v2. ANA )AHF)A+rg").... und 
FUN 
Dividirt man hierdurch die Gleichungen (2.) bis (5.) $. 171., so erhält mau 
Alu _ r 1—2g* cos27u4+ g® 1—2g° cos2yu +g'° 1—2g!? cosIru+ g?* 
— = y?2.sinyu. IFg . ige , Ir gi has 
oder 








u cos?ru ) ( eos? nu ) ( cos?yu ) 


Kr N este) (j u ed] cos?yu 
Blu = uay=.cosnu. rar + 558, KR He) 


Die Factoren dieser Producte convergiren aufs rascheste gegen die Grenze 
Eins. Eben so erhält man noch 





cos?yu cos?yu cos?r 


Glu=P. (14 a) te + Gs107K )-- .n 


ale cos2nu cos?yu cos>yu 
a el) (1 340,8) (ae) 
Es bleibt nur noch die Bestimmung von « und ß übrig. Nach For- 


mel (5.) $. 183. ist Im X = IEK + log ar= EK-+ logo; und 














nach $. 73. ist Im ee, Teen also ist 


= YA‘. yay nr oder - y(4E.Y k). 




















Vierzehnter Abschnitı |. 187. 127 


Da Alu=y%k.sn«.Hlu ist, so sta = vk. sno4K.ß. Da aber non} A 


2 r 1— k’? Hi 
ist, so ist = ßB=Bß und also 


Ur j?" IF 
— va (1—K'). yk'). 


Werden diese Werthe substituirt, so haben wir die Producte: 
1. Mu =y[d—R).2y King. (1 er) 
182 
x (I 
2 ie Ft EHE) 
x (+ er). AR 
3. 61 VE a] (N er) 
2yu 
| Mer TER 
1 mem j[tEE va] (se 
I 
x 1 en) Ad 


Vertauschen wir in diesen Formeln die beiden conjugirten Moduln, und 
setzen wir u2 statt @, so erhalten wir noch 


Au = VI 2vh). Sina. (1 ek 


6058 Y ’K 


60527 u 
x (1 er Bike 


Blu vA—A2y Rh). Co 
x). 
4 
CE Eued Ur ZA GE 2 57 9 a ACH ea ReEee 


Yy 2 
ad Kr zul lat 77 Net 70 ad 10798 


oh 












































Da nun bekanntlich 
sA+lsB = 262? Cos 2 und 
6s5A—CosB = 2%in «7? Sin = 

ist, so können die obigen Producte auch also dargestellt werden 
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Bill a u : a R u, Sin (27’K-+r/u) Sin (2y’K—y’u) 
5. Mu=yt(i—k)2yk) Sinyu. UTETZ7S 


v Sin(4y’K-tn'u) Sin(4n' K—n/u) Sin(6y’K4tn’ u) Sin(67’ K—r’u) 
46088," K 4608127’ K PROC 
’ r ‚Sos(2’K-+n’u) 05 (’K— nu) 
—— nn 2 s „ 53 u i 
6 Blu v((A k) 2yk) os 460647 K 
X G08 (4, K+ u) 805 (2y’K—r u) C05 (67’K-+ nu) E08 (6 K— nu) 
16088’ K 460812 K Sn 
I+k 603 (y’K-Hy’u) 608 (7 K— nu) 
7. ©l (u=y(H Yk). 468052’ K 
x E05 (3y’ A+n/u) E08 (Iy'K—r! u) E08 (öy' Ku) Eos (öy' K—r’ ), 
160867’ K 480510 7 K FR 
4 
ER: I+k N Sin (7/K-Fru) Sin (y’ K—rfu) 
5. al u=V( 2 vKk). 40527’ K 
% Sin (37, Kia 'u) Sin (37 K—nu) ‚Sin (öy’K-tn’ u) Sin(5/K —n'u) 
4 C0567’K 460810 7’K de 
Hiernach lassen sich die Werthe der hyperbolischen Hülfs -Functionen sehr 
leicht mittelst der Logarithmen berechnen. 





























EEE. Aus den vorstehenden Producten erhält man sofort 


9. snu= 7, Tangy'u. {Tang Ay’ K + 'u).Zang(2y’K—r’u)} 
x (Tang (4y A -+ n/u).Tang (4 K—ı'u)) 
x (Fang (Ey A + Hu). Tang (by K—yu)).... 
10, sncu = ve Tanga ( K-+ rw) Tang(y K—ıy'u)} 
x (Tang (In K+nu).Tang In K—ıy'u)} 
x Tan Sy KA+tru).Tungonk—nu)}.... 
und hiernach lassen sich sn# und snc4% sehr bequem berechnen, 
Gast, K’— c0s2y7u 08877 K’— e05y1u ) 

0547 K’+ c082774" C0537 K’+ cos2yu 
Nimmt man also auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen und be- 


! @ B\. 
achtet, dafs log VA Tang(—) ist, so hat man 





Ferner ist YA’tnu = tangy u( 











langyu : coszyu cos? 7, u 
il. logtnw=log (SE ) — 2 Arc Tang ( Ki )—2 2 ArcTang(— 38, ) 
— 2 ArcTang (< ler) ab 


Eben so findet man noch 


12. logdnu = logyK+2 Arc Fang (er —— ,) +2 Arc Tang (Gr) 


LOoSscryUu 








+? ArcTang (er RK) +... 











| 
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Statt der Formeln (9,) und (10.) können auch die beiden folgenden ge- 
nommen werden: 


527" Int 
13, logsnu = log(S )— 2 ArcZang (Nr — 2Xrc Tang Rn de : 





Gos4y’K S058y’K- 
a Sosdy/u 
— 2 (z - 
2 ArcTang Str 


14. logsncw = log Fr — Arc Tang (ek — 2 Arc Fang (Bier Zn 


— 2ArcTang (ir) u 
welche man erhält, wenn man in den beiden Formeln (11.) und (12.) «i 
für © setzt, und die beiden conjugirten Moduln mit einander vertauscht. 
Die Formeln (9.) bis (14.) sind wegen ihrer raschen Convergenz merk würdig, 





$. 188, 


Eintwickelung der acht Hülfs-Functionen io Reiben, welche nach Potenzial-Functionen des 
vervielfachten Argumentes fortschreiten, 


Es ist nach $. 170. die Function 
— = = (1429 Cosyu+p*) (1 +2p° Cos2n’u+p") (1+2p" Cosy'u+-p") 


Setzt man wieder "= x, also 2Cos?yu=x’7+x7", so ist 


de =e/14 Per) +PE)A Hp). AH EIHPE) Hp"). 
Eesickeht man das Product (1+p’x°’)(1+p’x’)(1+p’x°).... nach steigenden 
Potenzen von x’, so sind in der gefundenen Reihe alle Coefücienten pe- 
sitiv, und setzt man in ihr x” für x’, so erhält man eine ähnliche Reihe, 
welche nach Potenzen von x”” fortschreitet, und das Product beider Rei- 
hen hat also die Form 


Gum a-+ a(a? +2") + aa + + 7 a ar 
in welcher die unbekannten Coeffhcienten a, a, a, a etc., welche von x 


unabhängig sind, zu ermitteln übrig bleiben. Man kann leicht eine Re- 
cursions-Formel zur Berechnung dieser re ermitteln. Nach 8.173, 


ist Gl’ (u+2K) = ee HR’, Gfu, wenn A\=-—— 2 z IER: gesetzt wird; da aber 
(nA —wW—=4uKk+4K’, also Au+2K)— ru = (Ku), folglich 


2 


elut2kjs—iur — uk, ru — — ist, go ist 


GSi’(u+?2K = 


Crelle's Jouı nal d. M. Bd. AL Hit. 2. 


.G’u 
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ante man u--?2K statt z, so verwandelt sich x = e”* in er“, eK oder x 
in —; daher ist 
p* 


Gut 2R) = at + & et IE x 4... 
ta px”? a x" tap' x u PR 
und da 9. G/’(u+-2K) = x’. Gl’u sein soll, so ist 
1 1 2 3 
atax’ tat tur + us... 
2 3 4 5 
+ax” tax tax” +ax.... 
1 2 3 4 
2 @ 5 8 u a 
ap 4 pr ® ro +8 Tor Lu... 


R,4, 2 3 4 
! +ap’cx"”+ap" ce" +ap" x" +ap®c "+... 
Diese Gleichung muls in eine Identität übergehen. Identificiren wir die 
beiden oberen Horizontal- Reihen, und setzen also 





3 ".- ER ie iS Due 
a = ap, a=z=ıaAyp, dG= UP, Ada AP UuS. W 


so sind von selbst auch die beiden unteren Horizontal-Reihen und also 
die ganzen Reihen selbst identisch. Aus den gefundenen Gleichungen kön- 
nen die unbekannten Coefficienten, mit Ausnahme des ersten @, welchen 
wir durch ®(%’) bezeichnen wollen, weil er nur von dem Modul A’ ab- 
hängt, leicht berechnet werden. Wir erhalten durch Zusammensetzung: 
a= p. Ol), a = p.Ok), a = p".O(k), a = p®”.Olk'), usw. 
Der allgemeine Ausdruck dieser Coellicienten ist 
a—= p”.O(k‘). 


Werden die gefundenen Werthe substituirt, so hat man 


= Hat) + Rt) Hp) HE + 


oder 
Sl’u 


ai PR ERENNRISEREENI RENTE VENGEREEDNOR: 


Das allgemeine Glied dieser Reihe ist 2p°. Sos(ny’u), wenn durch 2 eine 
gerade Zahl bezeichnet wird. Da Gl’(uw+ A’) = Hu ist, und „’u sich 


in % 'u+S verwandelt, wenn ufiKÄK’ statt « gesetzt wird, so erhalten 


wir noch 


= Ba: —2p Sog Inu + 2p° Sos4n'u er 2p" Cog 6n’u + 2p° CosEn’u D; + Ai 
Y 


3 
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Vertauschen wir in diesen Formeln die beiden conjugirten Moduln mit ein- 
ander, wodurch sich ®(k‘) in D(k) verwandelt, und setzen wir 2 statt %, 
so erhalten wir 





En = 1+ 2pc0o82nu + 2g’cos4nu + 2g"cos6nu + 2g"cos8y1uU+...., 
m —= 1— 29 cos?y7u +2 gcos4yu— 2g"cos6y1u+-2g”cossyu— +... 


Setzen wir in diesen beiden Reihen = 0, so erhalten wir 





1 . 5 7 
en) = 1F2PF HIHI HI HF HIT Ho 
Vk ; h 
AHA AAF HPH... 


Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhält man 
| BETE Bon 1-2 +2" +2" H+... 
\2p(R) . 
Dieselbe Reihe findet man, wenn man in der Reihe für CR 
setzt, und also $. 168. gemäls den Modul % zweimal nach einander ver- 
kleinert. 


g' statt 9 


Setzen wir aber k, = Irw? also X, Im ferner Ak, = IF* 
[—Vr „IvVr_ 1 RE 
7 7); 0 ist —_ Io) Bezeichnen wir die zu den Moduln 


k, A,, Ä, gehörigen Modular-Quadranten mit X, K,, R,, wie in $. 55,, 
so st KR, = TE.K und AR, = TuR= en che R,, also A, 


2(14+%) 
= Crre K, oder 














VR, = WEEK. 


Wird diese Gleichung mit der vorigen verbunden, so erhält man 
Dk).yvK=DPlk).yKR. 

Wird die Verkleinerung des Moduls weiter fortgesetzt, so ist überhaupt 

Dlk),YK=Olk,).vVKR;, und wird r grols genug genommen, so ist %k, 


= 0, also K,.= 47, folglich ist D(k).YK,=0(o).y4r. Da nun 


1 
el Ii-2"+ 2" +...=1 








wird, so ist 
Dik),yK= v4r oder O(k)= Th und Ok)=yr. 


Hiernach ist also 


17® 
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VK=YFr.(l42 PH PH HF HP HT He. +2"), 


v(kK)= 47. HP HP PHP—t.. + De) 
Va —= 1+2p°Cos2n'u + 2p'Cos4y/u +2p" Sos6y/u+2p” os8 nu 


+29" Sos10yut...; 


vr = 1—2p’Cos2y/u + 2p"Cos4nu— 2p"Cos6nu+2p”Kossr'u 
— 2p" os10yfut...; 
Glu 


> 1+2g’cos2yu+ 2 g cos4nu + 2g"”cos6n1u +2g”cosSnu 
+2g"cos10y1uU-+ ...., 
vs — 2g°00827u + 2g°cos4 yu—2g"cos6yu +2g”cossyu 
— 2g” cos 1Iyu-—.... 
Zusatz. Aus den Formeln (1.) und (2.) folgt durch Division: 
yo 2 A222... 
Ii+29?+29’ +22 +39" +... 


Nimmt man statt des Moduls Ak, dem $. . ug den nächst grölseren, 











indem man y’g statt q setzt, so hat man == für A’ zu setzen, und es 
ist also 

1—k _ 1—27+29?— 29’ +29" — +... 

1+k 142g +24 #22’ +20 1° +... ° 


Setzt man nun k = sind, und nimmt auf beiden Seiten die natürlichen 





Logarithmen, so erhält man die merkwürdige Formel 


29+29°+29°°+29°'+2g°'+.. 


7 20 a Alena en en Eee 


iF2 + HH HT 

Setzt man aber noch uz= —itangd statt k, also gi statt g, so erhält man 
294290°+2925: 429° + 29° +. 

1+2g9'+27'°+29°°r20°*+ I. 

Diese Formel ist jedoch von der vorigen kaum verschieden, da WER 

lich Zang4 29 = tang4d ist. 








8. d = Parc tang 








$ 1 89, 


Die nach Functionen des vervielfachten Arcus 9’ fortschreitenden 
Reihen für Bl’x und Al’w lassen sich leicht aus den früheren herleiten. 


Nach $. 173. ist 
SU(K— u) = etw, B’u, oder auch Gl (K—v) = v5 Blu, 
folglich 


Blu yp.Öl (Ku). 
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Setzt man aber in der Reihe 


ya HE Hr) HEHE) HEHE) +. 


- . r 1 .. 
wirklich K— u statt , also in statt x, so erhält man 


Sr Ku) — —=1+ = +pa"t+prat+tpP®ctHh.... 





Vn' 
’ Ptp”ar pa Hp" a H...., 
also 
gl Gr (K—u) 1 9 WOUERSE 
y=ıv». Em pc +p?a? +p?a? +p?’x 4... 
1 E_: = _ m 
+p’az'+p?a’-p?z’+p’a’te..., 
oder 


Blu 2 SO ee 
oh ıDign 2p Cost 2p° Cos3yut 2p? Cossrtut+ 2p? Eostyut... 
Setzt man in dieser Reihe noeh «+? ÄK’ statt w, also „ut!ri statt n'«, 


und erinnert sich, dafs nach $. 170. Bl’ (u-:K) = :. lu ist, so er- 


hält man 


U u U ( 9 ’ # = — | - . — ni 
&. —u = — 2° Einyu—2p? Sinsn’u +29? Sindn'u —2p? Sinty'ut — .... 
’ 
Für 12 cyklischen Functionen erhält man hieraus sogleich 
Bli 2 25 u sL 
3. 7, = 24° cos7u+-24? cos3yu +2g* cos5nu+2g* cos77u+24° cosIyu-t...., 
7 
25 49 si 


Alu 9 


4. ” — 24? sin 7u —2g° sin 37U 4-24? sin 57u— 24° sin7yu +2g° sinIyu——... 
Setzt man in der Reihe (3.) noch v= 0, so erhält man 


5, Y(kK) = yYır.Qg: +2 +24; +2 +2 +), also 


49 
oe a 24? 4297429? +292 +24? zw As 
6. ytang? iz ae +29 —2g° +2? Zorn - HL... 
V(kk).. 
Gain 
Zusatz Da yg y 5 
Yr _ 

g‘ (1— pt) 1—p’) L—p!?)(L—p!°)...." 
Multiplieirt man hiermit die Gleichungen (3.) und (4.) $. 188. und die Glei- 
Uu Blu 


chungen (1.) und (2.) $. 189., so hat man, wenn man für Be 
Ö 








n' 
— vr ‚ und also 

















a ns | Bi 
m ak die Werthe aus $. 170., ferner —_ statt © setzt, die folsenden 
8 n‘ > fa) 
vier Gleichungen: 
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1. 2yvp- Eine! 1—2pCss u + pP) L—pEosutp) Ip" Cosu+p"N.... 
49 


9p% Sinu—? 2 p? Sin3u-+2p? Sin5u—2p? Sin? +—.... 
(— p*) 1— pP) 1—p!?)1—p"®).... ’ 
8. Zyp.Sosu(1+2p'Cos?a-+p°)(1+2p°Cos2u-tp")(1+2p"Cos2#-+p").... 
& Go8u--2p? 6334-4 2p? 6055 u 19p% ec ZEI 
(1— pt) (1 pP) dp") (1 p).. 4 
9. (14+2p°Cos up) (1-+2p°KCos?u-+p") (142p% os te Au dert 
_ 1+2r 608 2u+2p® E08 4u-+2 pP" E08 6u—+2p?? Eo58u-t.. 
(dp) dp) dp) AP")... > 
10. (1—2p’Sos?2u-+p’ a 2p" Sos2u-tp”)..:« 
1 — 2p? 605242 p? 605: er un Zr. ne 
d—p}) 1— pP) AP") l—p"). r 
in welchen p und % beliebige von einander lien Grölsen sind, und 
wodurch eben so viele allgemeine Entwickelungs-Theoreme ausgedrückt 
werden. 











a ze 








mare 


$. 190. 


Entwickelang partieulärer Formeln, welche sich auf die Hülfs-Functionen beziehen, 


Es ist H(K— u)= Glu und Glu= Z#.Hlu; also ist HI(K— u) 





7 F 
— nn. Hlw. Setzt man hierin 4 K—u statt u, so erhält man HI(4A +) 
dn (} 


= =42,H1 Bu Da dn4 K—u).du4K+u)—=R‘ ist, so ist 

dn(+ A—u) _ ,/dn(4 XK—u) j 
FE =Vnır KLı)’ folglich 

HI(}R+u) _ /dinGR—u) 

Hl(4KX—u) Ku, du 4X + u)" 























.. dn (@a—b) 1-- k? snasncasnbsncb . j 
Da überhaupt == — 0 reducirt sich d 
I dn (@a-+-b) 1— k?snasncasnbsnc b st, ® u. 
obige Verhältnifs, wenn man d=u, und a=1K, also sna=suc«a = 
l 2 1— X’? 
Vırr: also A’ snasnca = iR 7 1— Ak’ setzt, auf 








yVaıEsa) .. YıLl®) sn u sne u 


IHl(4K—u) 1— (1— X) sn usncu” 


Nimmt man nun auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen, so er- 
hält man 


/M(4R+u) _ GI4K—u) 
I. log MGK—.) — 8 Gl(4K+u) 


— 4 ArcTang((1—k‘) snusncu) und 
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/IIGR K-ui) H Gl(3K—ui) __ r PR tn’u 
2. los) log GI4K+u:) — zarctang (dA Fr 1) 





— k’ enec’ *) 


——n 1 « 
== J arctang ( u 
“ D i+-K cu r 





Nach $. 185. ist 

log Bl’ 4X -+u) = logHl(4K + u) + 
und wird hiervon die Gleichung 

log Bl’ (4K— u) = logHl4 K— u) + 7% 
subtrahirt, so entsteht 


(+ ;K+u)? 
4KK 


-K— u)? 
4KK' 





BD’ Ktu) _ HIG4K-+- u) 
log Sr RK A — lo; El(4K— u) 177 


' /BrGKtu) _ 
og} ‚Br(ıK—u) 





daher ist 
3. 





y' 
I, + 3 ArcZang (1—%k’) snwsncw) 


und 








1 B’HK+ui) __ y'u ( I—%’ enc’u 
4. zlog B’daK—u) 2 + arctang Er 


Nach den Formeln (3.) $. 170. ist 
































logö’4A+u) = nYu+logGl/(K— u) 
und R 
log dl’ (4 KA—u) = — url’ Ku); 
daher ist BeHKHu) _ 
& 'AKtu ii Sl’ ad 
log B’GK—u) = ui Ver K-u)? 
folglich 
Sr/AK—u A 
I. log -_ = — I + 4 ?lrceZang (A—K’') snu sucz) und 
1 S’4K—ui) __ Y u [—xk' encu 
6. —log Srakhu) 2 -+ Harotang ( er —). 
Es ist Al(A—v)=Blaw und Blu= U „also ist Al(K—u) — .—. „Alu, 
also Al4A+u)=yk.tn(4K-+u). Alı K—u) = gr N Al A—u), 
'tn(43Ä—u) 
oder auch 
All} Ku) __ /tn( Ku) 
Al (4 K-ı) ImaXa) 


Zieht man auf beiden Seiten die Quadratwurzel aus und nimmt die Lo- 
garitımen, so hat man nach Formel (22.) $. 37. 


AI(4+K-u) f (er .‚sne “) . > 
= ERBE 
log ya GR) 4 Arc Tang name) für a=ıyıK 








1 E23 ® 
Da aber sna = snueca = Irw ist, so erhalten wir 
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AlHK+u) __ BI(4 K—u) 
7. log Mik—.) log Bart.) 7 —= 4 ArcTang((1+%’)snz sncu), 
also 


1 All4 K+ui) 1 Bl(L.K—ui) . I+%’ enc’u 
a a 1 Dr \re Ser ee 1 Ay ee Harotang () 7-7.) 


a.arc tang ((14+%") . 2) . 


dn’ u 











N 


Nach $. 185. ist 


logA’4K+U) = gg AR + W + IogAldK +), 
Hieraus folgt ar 
'4&K-u) __ AlGK-+u), 
log Ar(K—u) — TASCNRIEFEN 





























also ist 
WAR: 
9. log ey er Eu en = + 4 ArcTang ((1+ X) snu sneu) 
und PNUERCHU) 
(4 ui 7’ k’ cene/ 
10. — ln = +3 ‚arctang(Y u = er ). 
Da nach $. 170. log’ A4K-+u) = Yu+logSl’(4K— u) ist, so ist 
„vWGKktu __ „VEUGRK— u) 
loy rar.) = Te rlol graru)’ 
und also 
H/(3K— u) 8 
11. lol raR ) = +} ArcZang (14%) sn u snc %) 
und 
1, _ ,/S/AK— ui) ” u 1+-7 enc/u 
r 2.173 = —T_- 
12. lol SR) + zaretang s( IR" cn’ .) 


In $. 187. wurden schon die Werthe 
AK =BUK— ZEve), 
Gl; K = Hi}K = VerE. Vk) 


ermittelt. Setzen wir nun in den Formeln (2.) $. 185. das Argument 
u=4ä€K, so erhalten wir 


13. 


3) K = GE = e°. Yes® .yk’) und 
y'K 


A4K= SlıK=e®°. HE vk). 


14. 





Wir entwickela nun der Vollständigkeit wegen auch noch die Differen- 
tial= Verhältnisse der Logarithmen der Hülfs- Functionen des Argumentes % 
für den besonderen Werth v=4K,. Ist v=4K, so ist nach $. 66. elu = 
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E 





eku=!E+ . Setzen wir nun auch in den Formeln (1.) bis (4.) $. 184. 
das Argument re ‚ so erhalten wir für v=}K: 

o Alu ’ 1% 

et = IE+ ZIEHE =, 


0 logBlu nen au Ba 



































15 Be Bi: 
’ ologeGlu __ —__ ER 1—k’ 
du eh: a IR 5,” Ye 
ologHlu __ 1 ım __ 1—% 
ou yia ıE4 | 3E Kaas: Me 


Wird auch in den Formeln (5.) hr (8.) $. 206. das Argument =! k 
genommen, 80 entstehen die Gleichungen 

















o log A’ u 1+x% ologGl’u __ _.—# 
zur; ETF + ? N» ou ur 19 
16. © Hg Blu __ ImE d log Hl u 14 
| 16) u wer vn ou ee 4n . 
u A E Y . 
wenn man beachtet, dals 1 ST TIIETKTIK 







$. 191. 


Allgemeine Relationen zwischen den Hülfs-Functionen mehrtheiliger Argumente und deu 
Functionen der Theile, 


Nach $. 73. ist 
Im(a-+b) +im(a—b) = 2lma+ 2Imb -+log(1— A’ sn?a sn? ). 
Substituirt man die nach Formel (5.) $. 183. bestimmten Werthe der Mo- 
dular-Logarithmen in dieser Formel, so erhält man 


= InER Be Hit dd. Aus, 


2 k’ 
= 2 (@ +3) + log er =) + log(1—k?’ sn’a sn’), 
und diese Gleichung reducirt sich auf 
HI (a + 3). HI) = TE, 1 sn’asn’b) oder 


r 2a.Hi?b— Al?a 2 
HI(a+).Hl(a—)) = TH HA 


Setzt man in dieser Formel K— a statt a, so verwandelt sie sich zunächst in 


ıl?a.Hl? 2» —Bl?’a.Al?b 
la + b).Glla— I) = Fe 


Zusatze zu $. 171. gemäls, die Werthe HP’d = A.Glb+-%.AlD und 
Bra = k.G6Gl’a—k'.Al’a, so erhält man die einfachere Formel 
Crelle's Journal d. M. Bd. XX. Hft.2. 18 

















. Substituirt man hierin, dem 
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Gl(a+b).Gl(a—b) = eRrsien: AP 
Gl(a+5).Gl(a—b) = Gl’a.Gl’d (1 ee d.cnc 3). 





Da Im(a+b)= (1 ar}: (at! + log er) ist, so findet man, wie 


die Formel (1.) gefunden nn noch 


DBl(a+b). Bl’ (a—b) = aD ur sn’asn’b). 


Vertauscht man hierin die beiden conjugirten Moduln mit einander, so ent- 
steht, wenn «2 statt « und bi statt Db gesetzt wird, 


Bl(«+Öb).Bl(la—b) = Bl? a.Bl?b— Al?a.Al?b 


k 
Bl(@+5).Bl(a—b) = TEP, 1--Rr .tn°a tn’b). 


Es kann diese Formel auch leicht aus der Formel (1.) hergeleitet wer- 
den. Es ist nach $. er. 


Bl(a-+b). Bl(a—b) __ 
11 (a-+-b) ‚Hl(a—b) Z cn (a+b). en (4—b) = zum 
und auch 
Bl?a.Bl?Db en 
Hl?a.Hl? sr. 


also ist 








oder 
3. 





en?a en?b—k'?:sn?’asn?b k : 
1— k? sn? a sn?b ge: 








.cn’a.cn’d; 





Bl(a+5).Bl(a—b) _Bl?a.Bl?2B %' (1—%’? tn?a tn? b) 
Hl(a-+5).Hi(a—b) Hi?a.Hl?6’ x ' 1—xk? snta sn?b ? 
und wird hiermit die Gleichung (1.) multiplicirt, so erhält man die Formel (3.). 
Da Al(a+b).Al(a—b) =ksn(a+D)sn(@a—Ö).Hl(a-+b).Hl(a—D) 
BR (sn?a— sn? b) 
41—k?:sn?asn?b 
Gleichung mit (1.) multiplicirt wird, 


‚ ml? a b 
Al(a+b). Alla—0) = —- 








.Hi(a+5).Hl(a—b) ist, so erhält man, wenn diese 





(ksn’a—ksn’b) oder 


Al? ash Al?2.Hl?a__ Al?a.Bl?d—Bl?a. Al? 
k’ Be k 
— Al’a.G!’d—AlP2.Gl’«. 











4. 1 Al(a-+b). Al(la—) = 


$. 192, 
Wir leiten nech einige allgemeinere Relationen her, auf folgende 
Weise. Es ist nach $. 183. 


Ima + Imd + Imc = Be aa Le ) + 10g Ma.Hld.Hlc 


Yx's > 








K' 


J 
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E (a+b-+e)? Hl(a c 
Im(a +54) = £.' in > Fiog et ) 
also ist 
Ima+imd +Ime+-Im(a-+5-+ ce) 
= Z(@ + +E+ab+ac+ be) + log tt tt Math, 


Addirt man ferner die drei Gleichungen 


Im(a-+-b) = zer + log N, 





K Vk 
E (a )? Hl(a 
reale). 








Im(a-+ c) = 
Ei 


Im(+0 =. ER en, 





so erhält man 


Im (a+2) HIm(a+c) + Im(b-+c) 


— EZ @ +5 + +ab+ac+ be) +log et leo he), 


Wird von dieser Gleichung die obige subtrahirt, so erhält man, der Glei- 
chung (10.) $, 73. gemäls, 


Vk.H(a+2).Hl(a+c).Hl(b+c) __ | 
los Hla.Hid,Hic.Hilet5to) 7 log(1+ A’sna.snd,snc.sn(a+b+.c)), 


oder auch 








Hi(@+5).Hl(a+c).HI(b + c) 
Hia.El5.Mc.Bl(atbre) (1+A’snasndsn c.sn(a+b-+c) und 


= Vk 
Hl(@a +5). Hil(a+c).Hi(b-+c) 
Hia.Hld. Hlc. Hi(a—+b+c) + Ala.Alb.Alc. Alatb+re) 
er Yk 
Ganz eben so leiten wir aus der Formel (7.) $. 183. die Gleichung 


Bl (a+b). vn +c).Bl’(b-+e) 


/ y ‚(a+b+ 
— Da. Sb. a 5 Bee dir k’snasndsnesn(a-+b+ c)) 


her, welche sich, wenn man die conjugirten Moduln vertauscht und ferner 
ai statt a, bi statt 5 und c2 statt € setzt, im 
Bl(a+5b).Bl(a+c).Bl(b+e) 
Bla,Blb,Ble.Bia +b-+c) 


























e Bra ns ng .(1+%k"tnatnd tuc.tn(a+b + c)) und 
u. Bl(a-+b).Bl(a+c).Bl(b-+e) 
„ge Bla.Blb.Ble.Bl(a-- be) 4 Alu. Al b.Alc.Al(a-+-b-+ ec) 
Bj | | Yk |. ven 
18 * 


| 
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verwandelt. Die in den vorstehenden Gleichungen auf der rechten Seite 
befindlichen zweigliedrigen Ausdrücke lassen sich noch auf andere Art dar- 
stellen. Da nämlich, der Formel (2.) $. 40. gemäls, 


1+k’snasndbsnesn(a+5b-e) 


„2 Anadnd dnedn(@a+b-+ c) . 
73 — zenacendbenc.en(a+b-+.e) 





ist, so erhalten wir, wenn die Modular-Functionen durch die ceyklischen 
Hülfs-Functionen ersetzt werden: 


Hla.Hld.Hlce.Hl(a-+5b+c) + Ala.Alb.Ale. Aa +b-+.c) 
Gla.6G15.Gle.Gl(a-+db + e) —Bla.Bld.Ble.Bla+db-+e), und 
Bla.Bld.Ble.Bl(a-+5-+c)-+ Ala.Alb.Alc.Alla+db-+e) 

—= Gla.615.Gle.Gl(a+5+ c) —Hla.Hld.Hlc.Hl(a+b-+ ec). 


Zu denselben Resultaten gelangt man aber auch, wenn man in der For- 
mel (1.) K—.u statta, K—b statt 5 und K—c statt c setzt. Die Glei- 
chung (2.) verwandelt sich aber wieder in sieh selbst. 


| 


3 


Zusatz. Setzt man in der Gleichung (3.) das Argument c= o, 
so hat man 


vk’.Hla.HI6.Hl(a+b)-+ Yk.Bla.Blb.Bl(a+2) = Gla.615.Gl(a + b). 
$. 193. 


Reihen für die eyklischen and hyperbolischen De. welche nach Potenzial - Funetionen 
der vervielfachten Arcus u und »’w fortschreiten. 
Integrirt man die mit du multiplicirte Reihe (17.) $. 179., indem 


man sich erinnert, dafs damu = dnuw.du ist, so erhält man 


sin?yu sm4nu sinbyu sinsyu 
L. emumıw TG 052, K’ rt Cost, K’ Tr}. C0567K‘ rt. G058,K’ Ten 


Wird hierin K—u statt u gesetzt, so verwandelt sich die Reihe in 
Sindyu __y sintyu sinoru ___, sindyw 


60527K’ OTORR 'GhRt I wm St 
Multiplieirt man die Reihe (19.) $. 179. mit du, so giebt die Integration, 


2. ameu = 47 — u + 


wenn man sich erinnert, dals 0!P = Bun m ist, die Reihe 


Siny’u 2p? Gindnfu , 2p? GSindnfu 











3. amu = /!(vu) + 2p. 


SinyK 3 'SinäyK |! 5 'SinswK 
2p? SinTr 
= E H Et u har 
und die Integration der Reihe (20.) $. 179. giebt 





7 "Sin? 
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Simyu |, „ Gindy’u 2 Sindyfu Sind‘ 


—  Tof n — 
4. amcelU = 37 2. Simy’K 3° Sins, ”; >" Sinsy’K '"K vr Sin’ N 77 
„ Sin9y’u 


RUIEN Siny’K 
In der Reihe (3.) kann das Anfangsglied Z(n’w) auch nach der Formel 
u‘ u) = 47 —arctang(e””“) berechnet werden. 





camu dı . ’ b 
Da ö% amu =" — ——- ist, so erhält man durch die Integration 
cn u SNC u 








der Reihe (6.) $. 179. Fi 
Sinn g?  sindyu 2° sindayu 
5. Kamu = tu) +2gq 1m 3 "Sin3nK’ + 5 "EinönK’ 


ws sın/yu 
un = ’ . / 4 — ...; also 











| 7 ©in’nK’ 
cos7 u 29° cos3ru 29° 5 cos: ’)) u 
Q vr. Wirenas ur u 
6. Same = tor u) ir 24. 1, ‚K’ ai 8 SinöyK’ + 5 '&i nd,;K’ 





2qg” cos7yu 
+7 Simnet"" 
Die Reihe (8.) $. 179. giebt integrirt 
Sindyu Eindy’u Sinhn'u Sinsdn/u 


7. Kamu = u + Cos2y „"K EtT* SyKt3 un Gos6öy'K +3. G05877' K Ten 
und die Integration der Reihe (7.) $.179. giebt zunächst 


2 Cos2y’u u De Gos4y/u np°_ Gos6nu 
gamcu = const.— log Siny’u—p’. "KT CoshrK 3 'Gsork 


u Eee 
4 "Co K 
Die Ermittelung der Constante erfordert eine besondere Untersuchung. 
Setzt man in der gefundenen Reihe K—u statt w, so muls die Reihe (7.) 
hervorgehen. Es sei wieder e”"—= x, also 











2 4(7? 1) 4 u 
2amcu = const.-+ log ——! a ') —.. — en ) 
p’* 24x” 


——en 


FR 3 “ ip? ““... 


Wird nun K— u statt u gesetzt, wodurch sich x in Fr verwandelt, so er 





halten wir 
4 2px __pa” pr Be.e* 
BEUEm weR Mae) MEN 


BEE ini... 6? be. a ag 


 Anppt Bi 2.40 MR,...c a 
Da log (17) = logIpx)+ pa’ + ee _ + 2: 3 RE . und ferner 














Kamıu = const, 
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ut, 62? _ pa pt a4 p'?x pt at r 
Pa’ dpi = ip? BEP) = Dihpn) 9 We ist, 00 ent- 
stelit die Reihe 

Sin?»’u Sinty’u 


gtamu —= const. + Amt Sat 


welche mit (7.) übereinstimmt, wenn const, = —log(?p) ist. Daher ha- 
ben wir 


8. Fameu= log ( 











1 —) m? 80527'u _p* Cosdrfu p° Cos6n/u 
Ip Sina) Posay K 2" Coshy K 3 'CosbrK 
Be. : GosSy’u 


’ du Ei Cost K u sh 

amcu __ k’ou kOu 
r Me) 0 f i ——— u — f) . A —— — — 

Da ER (!r—ameu) = Nee eg und O8 (47 — am) eye 


ist, so giebt die Integration der Reihe (13.) $. 179. 














sinyu Fr sin3nu 7 sind yu 
087K’ 3 "Cos3yK 5 'CosönK 

29° sin/rzu 

+7 net 

cosyu _2g? cosänu _2g° cosöru 
Cork! 3 Cos3yK 5 "CosdrK‘ 

__2q” cos/yu 

A 77377) Zu 


9 ?ir—ameu)=t(nu) —M. 














10. tlir— amu) = t(liz—mu)— 1.7 





Die Integration der Reihe (15.) $. 179. giebt 


Siny’u Sindn’u Sindr’u Sin7n' u u 
Gos7’K 7: 3° Gt 5 Go35,/’K 'K +37 T° C0877’K us 


und durch dasselbe Verfahren, wie bei Herleitung der Reihe (8.), findet 
man hieraus 





11. 2Gr—amuW)=?. 


1 _9n, Co r/u __2p° Cos3n/u 
> Fang Hrfu) 7 "Cosy'K 3 "Cosi K 
2p® Gosdr/u 

2 u 








12. Sir — ame) = log 





$., 194. 
Da dam (ku, 4) — du (ku, —).K ou = kenu,du ist, so giebt die 
Integration der Reihe (9.) $. 179, 


1 „ Sinyu sindnu sind" 
13. amlau, 1)  um2, Zate gg mann. eöze 
k, Go5;; Äh B053yK Gos3r, A 


„ sin/nu 
4 + rn + ...., also 


id. am (A K-u), -) ee „ E pr ed n—- 1» 
r Cos, A’ G053ryK’ >" B089yÄ 


cos/vu 








ty 








oo» 


2 
er.» 


ui 6087nK’ + 
































Vierzehnter Abschnitt $. 19. 143 


Die Reihe (11.) $. 179. giebt 
IE 2 Siny’u , 2p? Sindr’u _2p® Sindy’u 
15. am (ku, rt, ei Bra) de Erz 3 Cosi K 5 "Cosöny/K 
2p? ‚Ein‘ u 
” 7'SsyK Kte 
und die Integration von (12.) in $. 179. giebt, wenn die Constante auf 


ähnliche Art wie bei der Formel (8.) ermittelt wird, 
4 1 G05 7’u Cossn’ u „ Eosdn’ u 
a; (r (Kt), = 17-25 Gmkt: 3 Sr °" Cosdı/ A 
o E0s’yu 
+ h A Cos7’K Due + 20% 


Die Constante läfst sich hier auch leicht dadurch bestimmen, dafs man 

















u=K&K setzt. 


= ksneu.ow ist, 








2 
\ 1 dam(ku, _—_ kenu.odu 

Da © am (ku, +) yon 1\ dau 
cn (ku, —) 


so erhält man 
sinyu .„ Sindnu 9, Sindyu 


:) STETTEN 1777 
2 am(ku, ” on "Sinnk' °* Siniyk’ ’°" SindnK’ 


sin7yu 
nnd 2 „meer > en 
‘ Sin7yK’ ”* und 








1 )= cosyu cosdyu 2, cos Iyu 
18. Yam (RK u), k !. Sn iE Sin3nK’ +3 "SindnyK’ 
cos/nyu 
” T Sin?y K' * Tr. 
1 Sinn! u Sindr’u Sinbr’u 
ku —) = yu— IE A 
19. e am ( >% U Gr TE och K 3° CosorK 
Sins’ u 

++ So’ K Ten 
)-+ 2 &0527’ u p* Cost‘u 
Ip Cosy/u) TP- Sy K 2" CoshyK 
si, Cos6r’u _p* Kossn'u 
3" Cooy K  # CK 














20. Lam (k(K-u),-) = log ( 


Die Constante log >- - findet sich, indem man u = K setzt. 


ER. 
Da ö (17 —am(k(K—u), —)) = —_ ee, _ kenen. du 


a SC 
on (k (Ku), —) k sucu 





— 28 —_ % tnw.din ist, 10 findet sich 
tnc u 
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g ( z—am(k(K—u), “)) 
+gq cos?2nu _g* cos4nu 


oe m (men 


cos6nyu 
=C+lo S082,K' 2° C0847K’ +5 3°C, KR te 


Da ® (Ir am (k (K—u), —)) = log ee ist, so erhält man 


zur Bestimmung der Constante C die Gleichung 


I+X’ A; 2g* a q® i g'2 
1—_ X — et on 3 It ge treIgm nen 


welche aber noch einfacher dargestellt werden kann. Nach Formel (10.) 
8.175. ist für v=o 





05 cos nu 





log 





0 —_— —2. “ .. 
log) = log 57, + 2 RE ir Eon 2 
Setzt man hierin g° statt g, ae sich der Modul & in den kleineren 
Bu 
ir, verw andelt, so entsteht 
1. at 12 . g°°® 
log) ;—; = log5- + — 3. Rn +3. — wen m... 


1 
woraus zu ersehen, dafs C= log 37 ist. Daher ist 


’ f 1 ( ) g’cos?2nu gt cos4ru 
‘ ) 1 un ge um» — — — 6 / 
ON (dr am(A(K u), )= log rm u ” G082n7K‘ 2 G054,K' 


g® cosbyu _ 27 cosdyu 
73 "E056n7K' "Set or 
1 (- 1 ) „ cos?yu g* cos4nu 
7 0 R u n Be — — 1 (g, 4 — a en 5 mn 
ne (dr “— ( ” k ) log ’gsinyu 7 Boss 2,K‘ 2 Gos4nK’ 
__g° cos6nu _g® cosSyu 
3’Eo56yK #’Cos8nk 
Aufserdem finden sich noch die Reihen 
Gosn’u KosIrfu u Sosdrn u 
2 AI In -f — .J z 
-T Fe (ir am (A (Ku 4) = “"Siny’K +3 "Sinsy’K 73 "Sindn’K 
6057 7’u 


+7 "6087 ""K +. 


1 Eos nu 2p? Cossru 
24, e(} —am(ku, 5) ns Eng u + °P. Siny’K + 3 "Sin3y'K 





























2p? Gosdr/u 
+ yet 
Um zu beweisen, dafs in der Formel (23.) die Constante == 0 ist, dient 
ie Gleichung 


/iH4xk 4 
logyITE — 1 4 








-—o- 








p 4 P 
ae rn gr Tome 
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Die Reihe (24.) lälst sich auch aus der Reihe (12.) $. 193. dadurch her- 
leiten, dafs man ku für % und HM statt des Moduls % setzt. 


$. 195. 


Die eyklischen und hyperbolischen Amplituden dargestellt als unendliche Reiben von Arcus, 


Da 
2 g?sin?yu gtsin4yu g° sin6nu . g’sinsyu 
N as e re de 


ist, so erhält man, weil Ihr HN —g".... ist, 





4 m 
” 





amu = n1u+?2g sinlyu-+ 34 sin4yu+ 34 sinbnw.... 
— 2 sin?yu + 39” sin4yu— 39" sin6nyu.... 
+ 2g" sin?yu + 394" sn4nu + 39" sin6yu.... 
— 24" sin 290 — 39° sin4yu — 39" sin6n%u... 
u. Ss. W. 
Die einzelnen Horizontal-Reihen lassen sich nach $. 56. des ersten Thei- 
les summiren. Es ist namentlich 
24’sin2yu+ 2 g'sin4yu-+ 3 g°sin 6nu.... — 2arctang (- gas“ \ 
2 3 \1 
und also 





—ı1? cos2ru/? 
‘ 


gq*”sın?yu gesin?nyu \ 


1—4® cos? u/ 








li. amı = „u + 2arctang (- )— 2 aretang 


— g?’cos2nu 
sin ?yu 


q'*sın?n 
+2 arctang (7 752.,3- -) — 2arctang(—” = ) +—.. und 


g'*cos2nu 








g?sin?nu — 2arctang _q° sin?) u\ 
149? cos2nu L 1+9° 60823; u/ 
: g’’sin?yu 
+ 2arctang Perl u) —-, 
Die Reihe (1.) formen wir noch um. Es ist 
g’sin2yu __ 2 g?sinyucosyu Be 2 g’ tangyu 
1— q?cos2nu °  (1—g?)cos7u+(1+ 4?) sin?yu —1—g’+(1+g%)tang’yu* 


2g”tangyu Fr R aa gi) 
Tg Hg = tangd, so ist tang(A+ nu) = 





2. amcu = I7—nu-+ Rarctang 

















Setzt man 














11, tang >) u taugen u ‚ 
ab tangyu= er ns also A = arctang —) — u, Auf gleiche 
w eise können auch die folgenden Glieder umgeformt werden, und es ist also 
tangny u tange ru 
— 4 7 y . 8 
amu = nu + 2arctang Tang „K' 2aretang er = 
— Inu +?2nu 
tangyu 
= — 
u aretang (57 ) +... 
— ) N u + 00 


Crelle’s Journal d. M. Dad. XX. Hit. 2. 19 
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Diese Reihe kann wie folgt dargestellt werden: 
tangyu 


tang y u 
Tangıy K)— arotang & se) 


angry u 
+ 2arctang 2 Ale +...., 
wenn + in — verwandelt wird, falls das letzte Glied der Reihe positiv 


ist, hingegen + in +, wenn das letzte Glied der Reihe, welches in Rech- 
nung gezogen wird, negativ ist. Hiernach läfst sich also am« aus % noch 
bequemer berechnen, als nach der Reihe (1.) oder (2.). 


Da 
ee 





3. amu = +9u + ?arctang 

















> Sindr‘ 4 „, Sindr‘ u——-.. 
4p 
- Du ie + ....: so erhält man durch Entwicke- 





ist; ferner 


lung der einzelnen Glieder: 
amu = !(n'u) + 4p? Sinyu— pe Sin3n'u + tp" Sin5yu—+.. 
+ 4p* Siny’u — 4p"” Sin3y'u + tp" Sin5yu—+. 


+ 4p° Siny’u — 4p" Sins3n'u + $p" Sin5yu—-.... 
Us 8. W. 
Da aber 4p’ Siny’u— $p’ Sin3y'u + #p" Sin yu— Ip" Sin7yut —.. 
Siny’u 





= 2arctang ( ) ist, so erhält man durch Summation der einzelnen 


6052n7’K 
Horizontal-Reihen: 


nn 
4. amu = (nu) + 2aretang (3) + ?arctang (or x) 
d 


Siny’u 
+ 2arctang ( er: . 








Da dem Zusatze zu $. 23. gemäls 
2 K+yW)—lU2yK—yu) = 2arctang ( ee ) 
ist, so kann die vorige Reihe auch also dargestellt werden: 
5. mi 
Kt) + K+ru) + Ay K+nu) + 6 Kt u) + Sn Kt) FH... 
— 1 Ku) — (4 K—y' u) — (6 K—y/u) — (8y Kyu) ——n. 
Die Entwickelung der Reihe (4.) $. 193. giebt 
amcu = 47 — 4» Einn’u+ 3p’ Sin3yu— $p’ Sin5yut—.... 
— 4p? Sinny’u + 3p’ SinI3yu— 4p" Sin5yut—.... 
— 4p° Sinn'u + $p” Sin3y’u — 4p” Susyut—..., 





u. Ss We 
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und die Summation der einzelnen Horizontal-Reihen giebt 








Siny’u Siny’u 
6. amceu = 47 — 2arctang ( 7) — 2aretang (= 3, ) 
Sinn 1u Siny’u 
— ?arctang (a) —2are m. (7 7 a) — 


Durch Anwendung der Longitudinal-Function kann diese Reihe einfacher 


also dargestellt werden: 
7. amceu = 


Ir — UK K+nW—137 K+nuW)— 15 Kt W)— IT WKR+YW)— —.... 
— I K— u) + 13yK— ru) +15 KR yW) HIT Y Kr W)++.... 
Vertauscht man in der Reihe (4.) die beiden conjugirten Moduln und setzt 


u; statt ©, so entsteht 
inyu 


—— 9 fh nn Dee s en sinn U 
8. !amz = !yu)+? ArcTang(G, ei = + 2 ArcTang (ar) 
der sinn u 
+ 2 Arc Tang (er) Fi. 





und 


cosru cos yu 
u Biden 23 ad 2 Arc 
9. Lameu = !iar— nu) +2 ArcTang Er x) +2 ArcTang (& SAnK £) 


+ 2 Arc Tang (Se de )-+- 


B056 ‚K 
Durch dasselbe Verfahren verwandelt sich die Reihe (3.) in 


De} 
10, 8amu = +ru+ 2%ArcTlang (28° re 1) — 2 ArcIang (a) 


Ta 
+ Arc Tang (u zuen =) — 4..: 


und in Beziehung auf das Vorzeichen + gilt dieselbe Bemerkung, wie bei 
der Formel (3.). Es ist übrigens auch 


j ee Mer p? Sin?y’u )— N ( p* Sintr'u ) 
11. Lama = at + 2 Arc Tang ( r 2 ArcTang We H7pyr7° 


. p® Sin6y’u 
+ 2 ArcTang Far So > — +... 


Stellen wir die Reihe (8.) $. 193. entwickelt also dar: 




















Xamceu = 1og ( —)— 2p* Sosy'u — ru — Sosby'u —.... 


2p Siny’u 


+ 29° SosAn’u een D- Coshy/ u rw. I “Cos6r/ u+t.. 
— 2p" Con - - Coskru: — SB Pa ... 
u. 5, W 
und benutzen die Formel 


19 * 
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2n 12 
A P - “ — Ss 
— Ip Sos?r/ u Costa — — Cos6ra —u.. = log 1—pCosıy'utp"), 


so entsteht die Reihe 
12. Kamcez = 
log); 1 1—2pt6o827/utp® 1—2pt?Cosiy/uhp ?* 1—2p?0Co82yfutp® | 
2p Siny’u'1—2 !p* &052y/u+p! 6" i—2p! 9 Co32nfutp?:1— —2p ?+&0827/utpts """")° 
/iI+sncu . Fr ‘mw 
inc. !st, so erhält man, wenn wv=:iK’, also 
yu= Y}rı gesetzt wird, 
log HR 100, tt2Pttr® 142p1?hp®* 142p®pe0 
Te ne AUT SE REITTm EI TEE WEITICHE DEE wor wer TeZE 
Wird diese Gleichung von der vorigen subtrahirt, so entsteht, da 
1— 2p*605?’utrp? __ 1 4p! Cost nu __ 1 605? »/’u 


1+-2p: + p° wre (1i+p!)? Cs? K 
ist, durch eine gleichmälsige Umformung aller Factoren: 











Da F amcx = log | 




















13. amceu —= 





























1_ 605? 1 Go5? nu ”n 605? 9/7 u 
Iyitk 1 Go3: HK — Cst6nK 608?10,7K 
8 | Ir" Sinyfu Kor vu 4 Gos:yu __B08? 7’ a Ki 
| Go3?47K os: 87K un ’K 
Setzt man in der Reihe (8.) noch k’u statt % und . statt des Moduls 4, 
so verwandelt sich am% in uch na und es ist also 
14, 2 (Ir —amceu u) — 2 ArcTan nn — 2 ArcIan er . 


sın?9 u 


BE a () 77 OEEHER 
15. (ir —amu) = tr —nu) — 2lrclang (Jet) +2 ArcTang (ar ir.) 





60527 K Go356nK’ 
—_ 2 Are? („ser u 
2 ArcTang Gs6,K t+—.. 


Da nach Formel (11.) $. 193. 
4pSinny’u 
i+p? 

ist, so erhält man durch Entwicklung 
:(iır—amceu) = 4p> Sinyu+4p Sin3yuttp Ein5yua+t.... 
— 49° Sinyu—tp’ Sin3y'u— $p" Sinsyu—.... 
+ 4p° Siny’u + 4p" Sin3n'u + $p” Sinsyut....; 











‚ p’Sinsry’u ‚ p’ Sindyu 
+3: 1+p® +t- it,» +... 


X (Ar—amcu) = 


U. 5 W. 


- DEP Sin,’ 
und da 2» ©iny’ut 3 p’ Sinsy’u +2 pSin5n'ut .... = ArcTang (nk) 
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ist, so erhält man durch Summation der einzelnen Horizontal- Reihen 
16. !iiz—amcıa) = 
Einr’u Sin y’u Sınv’u 
Mur @ MEOTUTE = s Bed IN en 
2 Arc zang (z ) 2 ArcTang (& ind, 7 ) +2 Arc Zang (< 5) 


Siny’Ä 
Sin’ 
— 2 Arc Tang (2) -—.... 
Sim’ K 





Da der Formel (12.) $. 193. gemäls 
YA —amuo) 
PER log z - " _4&p u B __&p! SosIntu on a S05 5 17/u FREUE 
ang 2 (nu) 1+-p? s(14+Pp°) ö(1+-p'°) 
ist, so erhält man durch Entwickelung zunüchst 














r/ 


NAz—amuvu)= los — 49" Kosy'u— 4 p° Cossy'u— 4p" Cosiyu— irn. 
ng EEE: Ben we an 





1 
© Zangz(ıy/u) 














u. 8 W. 
Da aber 
‘ SIE. ) R ) P_ ge 03 
2pRosyurzp'losd3r/urzp"Cossryfut.. —= ArcTany a v2 und 
1 1-4 e=' u 
049 — ne ) BR - . a; un 
5 Tangıı?) log I = 2 Arc Tang (e”") 
ist, so erhält man die Reihe 
17. 8 (ir —amu) 
— 2ArcTang(e”)—2IArc2 Lang (z u 2) +2 Arc Tan (er) 
= rd ZaNg | or 2 E72 
j 9 ’K NR 
’ Gosr'u 
— 1Arclang (<: Em + —.... 


—— 


1-e-2x 
Da dr a)=1lgit, also dr —Ia)=1lggıtT ist, so kann 


auch L(47—!(n'u)) für das Anfangsglied 2 Arc Tang (e”’“) gesetzt werden. 


$. 106. 
Nach Formel (13.) $. 194. ist 


.) 4gsinyu g’siın3nu g’sindyu 
u,—)= 4, 2 pH LTE Hi 
am (ku, k 1+9g? +3 1+ 4° 5) 14+g'° + 3 
und also 
1 ’ ’ wo. TER 
am (ku, —) = 49 sinyu-+4g sinsnu+ 3’ sindnu-.. 
— 44’ sinya — 44° sin3nu— Ay" sindnu— .... 
+44 sinyu + 44" sin3nu + tg" sin5yu +... 
us W 




















\oder auch nach $. 22. 
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Da aber 2g sinyu+3g’sin3nyu+ 34 sinönu-t+....=arc tang (< 1%) it, 
so erhält man 


18. am(ku, —) 











— 2arc tang (& Er) — 2arc tang (= rn T- ) + 2arc tang ( en) 


— 2arc tang (. ir ) — ., 
19. am(k(K—u), 2 








c08 7% 2) — 
Sim, K‘ 


2 arc tang (er ) -+ 2 arc tang (<°° un ) 


'y)y 7 
- are tang s(< Sin3nK’ SindyK’ 





cosy u 
— )arctan (< 17.) = 1.000 
5 in7yK’ ” 


Sl 


Nach Formel (15.) $. 194. ist 


am (ku,—-) = Ua) — a  Sinn/ut za, Sin ru 


4p}? 
 5(i+p!°) 





Ein5yut—...; 
und folglich 
1 \ ’ ) r r r 
am (x u,—)= (nu) — Ip’ Sinn'u + Ip’ Sindnu — 4p” Siniy'u H—.. 
“4 4p' Siny'u — 4" Sin3n/u + 4p" Sindnu— +... 
— 4p° Sinn’u + dp" Sin3nu — ip" Sinsyut—... 
u. 5 Ws 
Werden die einzelnen Horizontal-Reihen summirt, so erhält man 
1 Ä Siny’u Siny’u 
am (ku, — = /vW)—? Ar | ) 2arc ang ( ) 
u, —) (nu) — 2 arc tang 597 + 2arct BSH K 
Sinv’u ) + 
Spöbr’K ....,. 





— 2arc tang ( 


am (ka, -) = u) Um Kt) + A Kt) Ur Kt) +... 


+17 K—n/u) — (4 K—n'u) + 6 Ru) — +... 
Auf ähnliche Art findet man 


el. am (k(K— u), —) = }r — 2 are tang (= ©) + 2arc tang (27) 








Siny’Ä Sinäy’Ä 
7 t (27) + > 
Da 
So ru Me OR Buch u 
2 = 7—) 3 _)—r— u -+/rvK 
arctang er 7)= 7 —larctan; mr ”#— ln KW tl K+nW)) 
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ist, so kann man die vorige Reihe auch also darstellen: 


am (k(k—u), )= — +17 +1 K+y/W—I3y KR+n'W+HlSy AR+yYW— + 
+1 KW) —I 37 Ru) Hl 5yY K—nu)— ter; 
und in dieser Reihe mufs das obere Zeichen vor dem Anfangsgliede + 37 
venommen werden, wenn man die Reihe mit zwei negativen Gliedern 
abbricht: hingegen das untere Zeichen, wenn man die Reihe mit zwei po- 
sitiven Gliedern abbricht. Die einzelnen Glieder in der vorstehenden Reihe, 
wie auch in den Reihen (4.), (7.) und (20.) können auch entweder nach 
der Formel 
Id 477 — 2arcetang(e”?), oder nach der Formel 
Id 2arctang (Tang}D) 
berechnet werden. Will man nur logarithmische Tafeln, nicht also die 
der cyklischen und hyperbolischen Functionen anwenden, so kann man, 
zumal dann, wenn ® ziemlich grols ist, it von der Reihe 


© 2 2 
NER 1 — — (mm 
l el an ey ! 3.039 u we e5P - = 4 .... 


7 .e'9 





Gebrauch machen, da dieselbe so sehr rasch convergirt. 


Auf gleiche Art findet man noch die Reihen 


Fam (ku, —) = 2ArcZang( aursch ) + 2 Arc Lang (<= Bau —) 




















605 ,,K’ 
22. +2 Arc Tang () da 
?am (k Ku) +) — 2XrcTang Em 1 u) + 2 ArcTang a ) 
+ 2 Arc Tang Pan, —) Te 
23. 2am (k u, —) — 
7" u— 2 ArcTang (Ge ma -) + 2 Arc Tang(ıt p IT - -) 
i — 2 Arc Tang ( . u = -) + 
a 
p’-Sindy'u __ 2p? Sinn’u Cosr’u Fe: 2p’ Zangnu 














14-p?60527u (1-+p?)&08?/7u—(1—p?)Sin?r'u —  A4+p?—(L-p?)Zang’ ru 
1.98 
(1— a Tang nu 








—n?: _ 
—_ Zangn'u ) 


1 
— Tang (au — Arc Tan i+p? 


1—p? 
1-1: 


Tang? 'u 
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ist, so ist auch 
1 
Q » —— 


dd 
an ft Mr $ rZangı u lt 93 Tangıy' et) 
’ ERBEN u de € ns m > . U— .... 
nu ur2%rc ang Kor’ +% Arc Tang Got ’K + — .... oder 


1 zen Zn) Zangr/u 
‘) 1} f Pr Zu — L/ ', 4 — ) - 4 
24. Yamlku, : ) — +nu +2 %rce Tang Str 29c Zang (Famar) 


+2 Arc San (Fame) — Lu 
In der folgenden Gleichung gilt das obere Vorzeichen des Anfangsgliedes 
+ ru. wenn man die Reihe mit einem negativen Gliede abbricht, und 
das untere Vorzeichen, wenn man die Reihe mit einem positiven Gliede 
abbricht: 





25. Lam (kK—n),-) = 

















oo j Se Gos2y7’u+p® 1+2p!? 60s2r7u+p?t 14+-2p?9 Co82y/u--pt © } 
0 — u u s f ern ... 
°s t2p Gosıy‘u  14+2p® Cos2y/utp!* 142p!* Cos2nfutp32"142p? + Cos2n/u-pts’"*')> 
) 1 
x (i 7 — am (ku, —)) — 
s ( if 412g cos2yu+g® 1—2g'? cos?yu+g:! 1— —2g7° cos2yurgt® ) 
7 08\7, g sinyu' 1—2g° cos2yutgq!® 1—2g"6 cos?yu+g3?" 1—2g°* cos2yut+gq®' ii 
sD,{ I 1 
x ( m —am (k(K —ıu), —)) = 
Ä ( { o It cos?y yu+q° 1--27'? cos’yu+q?* 142g°° cos?yu-+q! 0 
DT —— | 
Voir geosyu 2g s cos2yutqg!® "1+: 2q'° cos2yu+gq?? 1424? + cos?yu-+gq*° P N 


27: (ir —am(ku, =) — 


N G0S nu Eos y/u 
IArcTang (e”) + A Lang (a) + 2 Arc Tang (rk ID 7K 
u, 


’ Sy’ 
- 2 rang ( 7r) I 


‘ ’ ’%” \ 1\ 
en u 


Got u o Gosr’u 
23 z R De nt Ad 
3 +2 ArcTang (5 23, Gern) +2 ArcTang (u) +.... 





Arc Sang 


$. 197. 


Die Amplituden als Arcns, deren Tangenten Brüche sind, mit unendlichen Reihen für den 
Zäbler und Nenner. 


{+sneu 


Da Lamceu= log r 1-+ cosru 


1— cosyu 





(aa —nu) = log 





— log cotg — 
5 60155 


1— sncu? 


ee u )= Be Wi I+2g? cosyut+g‘ 


und 2 Arc Tan ist, so ist nach For- 





8 1— 29? cosynutg* 
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mel (9.) $. 195. 


1+-sncu — cot4 (nu). 1+27? eosyut+g* 14+24% cosyutg? 1-4+29° cosyut+g!? 
1— sncu zu 1— 29? cosnu+g* "1—2g* cosyu+g? "1— 2° cos», ut-g!? 


Setzt man in der Formel (8.) $. 189. vg statt p und 4(nwi) statt w, so 
erhält man 


27 9.0084 (nu). (142g? cosqu-t-g')(1+2g*cosyu+g°) (1+2yPoosnu+g”)... 


bes 248 cos4(mu) + 2q% 005 4(3mu) + 2g8 cosh(öyu) +2 gF cos} nu)... 

ke 4 g’)1—g*)(1g*).... " 
Setzt man hieria 7 — u statt 74, so erhält man eine ähnliche Gleichung; 
die Division giebt also 


25 
+ snou _ Fcos 49 + gteos} ı(3n7W)-+ bins (5% + c081(7yu)+-k-.,, 


ae ii 4. 
BAER g* sin}(7 RIEPR sin4 (37 Ren sin4(9% u)-Fg8 sin ee 
Setzt man hierin K—u statt u, so erhält man 














a 9 25 
/Atenu __ T cs(In—4(nu))-+ ek il Anr—nru)+ g* cos} ar nu). 











/1—_snu 25 w 
u q? sin} 43 — nu) —gq? sinz (37 — u) + g* sin 4a — nu)., 
» is Q P+ OL 
Bezeichnet man diesen Bruch durch Po 50 ist Yamz = log - 057 


2 Arc Zang(5), also 
l. 8amu = 





y 49 
gi cos 4 (1) — p* cos4{3nu) — gi c083(57u)+ g* c0s2(77u)- —— ,... 


Setzt man ge statt q, so erhält man 
1+cnu . 1—2g? cosnu+g* 1-+2g* cosyu+g? 1—2g5 cosyutg!? 
— = cot} (nu) 
1— enu 1-+29? cosyu-+-q* "1—2g* cosyu+g? 1-2 2g° cosyufg!2"""* 
und die Formel (1.) verwandelt sich in 
2. 1 haınıresg, == 


25 4 
2 ArcTang f gt sin (zu) + gt sin 4 (Inu) — ga önn)—g" Teim 7) +- 4 — u; 











49 


gt 0054 (mu) Hg cosy(3yu)+ g* e083(5y7u)+ g* cos4(7yu)-t... 
Die Formel (12.) $. 195. kann auch wie folgt dargestellt werden: 
nd. 6 1 | 1—2p* C052,/'u p® 1: 2p8° Sos?yfutp?t 
1— sncu ” 2pSiny’u" 1—2p® Sosdyfup!"1—2p!® Sos2ryfufp??'*'"* 
Da aber nach Formel (10.) $. 189. 
(1— 2p* Sos?r’u + pP) A—2p" Cos2y'u + p*) A—2p" Los ru + p®)... 
__ 4—2pt Cs 2y/u+2pi? Cos4yfu—2p°° Chu t—., 


2aneSang(, sinh@n De sin} (Bnu)tgt inzäng)+-g® sin} (/yu)-—.,. =). 














er 1 p°) 1—pr)(1 pr)... 
Creile's Journal d. M. Bd, XX, Hifi. 2. 20 
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und nach Formel (7.) $. 189. 

2p Siuy’u(1—2p’Los?yua+p") I—2p" Sosy'utp”)1—2p* Cosiy'u-tp).. 

2 pSinn’u—2p° Sin3y’u+2p* Sin5y’u42p*? Sin7ru.... 
(dp) d—p!)U—p**)... 





ist, so erhält man 





j 1+ sncu 
3. 8ameu = log / Diet“ 
1— sncu 


1— 2p4 6082 7’ut+2p!* Cos4nfu— 2p?* Eos6n/u?p°tCos8yfu—t:... 
2p Sinny’u— 2p? Sins nut 2p?? Sindn’u— 2pt? Sin7fuh— .... 
Die Formel (10.) $. 195. läfst sich wie folgt darstellen: 


I+snu —y:t Tangr’u Zangy’K+Xangn’u Zangdy'K— Zangr'u Zangdy’K+ Fang y’u 
1— sunu 





— log 














Da hier die Factoren nicht nach dem früheren Verfahren vereinigt wer- 

den können, so formen wir die Formel um, indem wir sie zunächst wie 

folgt darstellen: 

1— pt (2? +27?) pt (at +) — pt (et et) -—.... 
p(2e— at) — p (a? — a) pr ai). ° 

e"“— x setzend. Wird nun K— u für v, also Rn für x gesetzt, so er- 





Yamcu = log 


hält man 
?amu = 
ne G08(2,’K—2n’u)-+2p!® Gos(4y’ K—4ry/u) —2p3 8 Koslby! K-6nfu)t—. .. 
) ur log S1I—2p: 1 So5( 27 'K-+2 0) +2p!? Sos(dy’K--4n/u) —2p3° Sos(6’ A+6n/u) + —.. 1. 
Diese Formel läfst sich auch also darstellen: 
Xamu = 
ee Sinyfu—2p!° SintyK. Sindy'u+2p°°Sin6y’K.ESin6r, ne... 











17 Tang ru Zangy’K— Zangr/u* Tangd3y" K+ ang ru" Tangdı? K— Tangı'u """ 





u+2%Arclang | 


oder auch 
4. 8amı = 


p? (1—p*) Sin2y’u— p!? (1—p*) Sindy’u + p?? (I—p!?) Sinsyu— +... 


2p* Boss K. Cos2ny/uf2p!* E054r7’K. Eos4n'u—2p?® Eo56r7’K.Cosbyfuft —.. 





N u +2 %rcang ro (IFp*) &08277u pt? (L+p®) Cosdy/u —p°° (1I-p12) Cosoyut—... I 


‘s ist der Formel (16.) $. 195. gemäls 
Nur _. 142%p Siny’u—p? 1—2p° Siny’u—p* 1+2p° Siny’u—p!? 
AI—cencun ” 1—2p Siny/u— p* "1+4+2p? Siny’u—p* "1—2p° Sinn’ up 

ferner ist nach Formel (10.) $. 189. 

(1— 2p Sosu + pP?) 1— 2 p’ Los u + p) 1— er A 
__ 1—2p C&o8u-+2 pt &082u — 2p? 83 u+p!? E08 4u—-... 
Er d—p?)A—pt)(d—p®).... 
Setzt man in dieser Formel pi statt » und Yu-+-4 7? statt %, wodurch 
sich Cosz ia 2 Sinn’w verwandelt, so erhält man 














> 





Vierzehnter Abschnitt 6,19%, 155 


(14 2p Siny’u— pP) 1—2p° Sinny’u—p°) (1+ 2p° Sinn’ u- wr 
— 1-+?r Sin y’u — 2p* Co82y'u — 2p? Sindyut pt * CosbyYu +p?> Sindrfu— —...., 
Ad+-p’)d—p*)(i+Pp®).. ’ 
Setzt man in dieser Formel —u statt %, und Aividirt die vorige Formel 
durch die neue, so erhält man 
(47 — ameu) = 
1-+2p Siny/u—2p*&0527’u—2p? Sin3ny/u -+2p!°Cos4y’ut+2p? 5 Sinsyfu— — ++... 
1—2p Siny’u—2p*60527’u+2p° Sindy’u+2p!°Cos4/u—2p?5Sindy'u—.... . 








log 


Stellt man das Glied auf der rechten Seite durch log En vor, so hat man 


5. 2(4r—amcu) = 


2 Arc Tang (— 2p Siny’u—2p? Sindn/u+ 2p?? Sindy/u — 2p+? Sin7yfut —... ). 
— 2p*+&o052y'u + 2p!° Sostry'u— 2p?° Eos6n’ u+2p Sn ua — +... 


Die Formel (17.) $. 195. lälst sich also darstellen ; 


yıtrenı _ Sorh/ zu). 1—2p?Cosy’u+p* 1-F2p*tGCosn’ut-p> ‚1—2p* Cosy/utp? 
m enu *1-2p?Go3r/ u+p*" 1—2p* Gosn/ut-p® i+2p°Cosyfutpız 


Da aber nach dem Zusatze zu $. 189, 
2 vp Costa) .(1+2p? Coup) 14+2p*Cosn’u+p)(14+2p° Sosy'utn").... 


1 9 25 
a 2p* 6084 (7’u) +2 p? 054 (Inu) +2pt Cost (dy’u)+.... ar 
(d—p’)i—pt)(i—p*)... 


2 Yp-Sinio'o) pe L—Eneu pe”), ur 
_ 2p} Eink(n’ u)—2pt Sint(3r’ + 2p% Sint(5y u) ——... 
(dp) pt)(i—p°).. 
ist, so erhält man, wenn man die erste Gleichung durch die zweite divi- 

dirt, und dann p:2 für p setzt, 


6. 2lr—ama) = logyıt: — 





























1— cnu 
10g P pi Cos4(n’ op! 6084(37’ op! 6084(5%° Wr Ct 7) — —, =, 
pt Sint(n’ u)+pt Sin+(3n'u)—p 4 Sin} (5 7’ 2 Sins (U W)+-+.. h 
oder auch 


|. 3am% 


Pie Sint(n’ + Sint dr $—p! Sint(5 7’ w Sn 7 WH+— —.. 


40 . 


re Co054(n7’ Be 605 4(3 7’ u. 8054 (ö7’u) pt Cos4(7 "uwW)t+—-—... 
und diese Formel verwandelt sich, wenn ı? statt % gesetzt wird, und die 


beiden conjugirten Moduln mit einander vertauscht werden, in 
20 * 
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fang zam u 


Z. Z . 2, u 
_ 9* sins(mu) + g* mut tt 2) darek sinz (dyu) — q* sint(7nu)tH... 
40 ° 


ı 9 
q* cosz (nu) — g* cos} ER c0S4(59 ER er 








Stellt man die obige Formel (5.) durch 2 (47 — amcu) = 2 Arc Tang(U‘) vor, 
so ist rückwärts U= Tang 4% (47 — amcu) = tang}(17—amcu), daher ist 
tang (47 —4amc%) 
2p Sinn? u —2p° Sin3n’u-2p?’ Sind’ u—2p* Sin? nr’ uft—.... 
1—2p*! 508 297u +2 p!® Cost’ u—2p°?® 0567 u 2p°*Cos8 u——....? 
und die Formel (2.) kann noch also dargestellt werden : 








tang (47 — Famcu) 


25 


az ei sin (9 2 sin t (Inu)ha” sin Könu)—gt sin4(7 nu) t-—.... 


49 ® 
gt cos4+(y )+g8 cos} (37 u)4+g% c0s3(önu)+ gt cos4(/yu) + — 
Daher ist rückwärts 





7. amc! — 





wu # En 2 
Iy—— Jarctano gq* sinz(nu) —gq* nn En sin}(dyu) — g} sins(7nu)-—.... 
DT ‚kallı 1 r Pr . 
q* cosz(nu) + g* cos} (nu) + g8 cosz(ö7u) + g* cost (7yu) + —.... 


8. ameu = 
Ip Einy’u—2p? Sinsn’u +Ip?Sinäntu Ip" Sin’yfu—.... 
1—2p* 05277'u +2p\" E054n7'u —2p” Eo567'u+2p Eos. tu— +... 
, amu= 





47 larctang ( 








l 4) 


q* cos ( nu) — gt cos}(3y7u)—gR cos (nu) gt cos}(7yu) + —.... 
10. amu= 


1 9 , 
OR & Sın A Sin IDEE Sini(än’ pin! KW) ++... 
Pan u ten wer 


1 
2 arctang Were wor sin! N Der, sin4 (5% REN | sin .(7y) ++... ) 





p* es „’u) pi 608 4(I3n/u) —p 2 Gos (9% An C052(7yW) + —.. 
Für am# = 2aretang(UÜ) kann auch Lama = 2IrcTang (U) ubteedhen 
werden: Ei dienen die Formeln (9.) und (10.) auch zur Bestimmung 
von Yamz, wenn man nur die Vorsylben are tang in Arc Tang abändert. 


[+ encu R 
Da (ir —amc®) = on — logcot}amc%# ist, so kann 
statt der Formel (8.) auch genommen werden 
ameu = 





able „a er u—2p*6082 BB SIE BO ze BE Eee a EL CHE 
Be 1+-2p Sıny, a 80527’ u—2p? Sin3y/u-+2p !°Cos4y’uf-2p? > Sindr/u .... Y 
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$. 198. 
Setzt man in der Formel (10.) pi statt p, so erhält man 


ll. am (es = — 





„* Sin !{n/u)—p 4 Sin 4(3n7’ DESZI Sint{5n7’ DE bein Cd Mn m — ur 
b) 
E: Co54(n’ wu pt G05 4(37’ u)-Ep% G08 4(57 )-tp® Go54n/u)+-+.. 


und auf der linken Seite kann man $ am (k u, = statt am (ku, —) setzen, 


2arctang e 





wenn man auf der rechten Seite die Vorsylben are tang in ArcTang ver- 
wandelt. Vertauscht man in der Formel (8.) die conjugirten Moduln mit 
einander, indem man 2 statt © setzt, so erhält man 


£ am (ku, —) — 


MreTan ( 29 sinnyu—2g? akt A ki kN 
nn 1— 29% cos2nu+2 g!%cos47u—2g°° cos617u-+2g°*cos8yu—-t..../? 





oder auch 
12. am (R u, = — 
2qg snyu—2g? sn3nut+2g?5 sinö5nu—2g*? sn/yu eur 
1—2g* c0827u-F2gi° cost 7u—2qg°® cosönu+ 2g°*cos8yu——..../" 
Es kann aber die vorhergehende Formel auch also dargestellt werden: 


Zr Aen (} R £ -)) 
ver = tany }7+3am (ku, 
1429 sinyu—2g! mein Tg re nt Di et ra LE 
en 1— 2qsnyu—2g* cos2n7u+ 24° sind3yu+2g!° cos4nu— 2g?° sind u 
oder 





2 arc tang ( 











„? 


I+ksneu 
13. 1— ksncu 


_ 1+2gcosnu+2g? cos2nu4+2g° cos3nut2g!% cos4yu-2g?’cosdnu.... 
—41—2gcosnu-+2gt c0os2y7u—2g? cos3nu+t2g!° cos4yu— 2g?’cosönu.. 


tang (17 + 4am (k (K— u), = 
Da 1— dnu 
1-+-dnu 


auch also dargestellt werden: 


1 — dnu 


Fi} E Sin dm‘ J—p' ein! In’ +p% Sint(ör’ pt € Sin 4 (71 u) —.... 


4 > 


pF Cs 4 (ru) +pR Cos4@r/u) Hp Cosh ru) +pt ETW) ++. 











| 


= tang Jam (ku,— ist, so kann die Formel (11.) 
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und eben so verwandelt sich (12.) in 
u 1—dnu __ 2qg sinyu—2g° sindyu +2q%5 sin önu —2q*° sin? ub—, 
15. Fre, ” u. 
1+dnu” 1—2gt cos 2nu-+2g'° cos4yu —2g°° cos6nu-F+2g° + cos8yu——... 
Setzt man in (13.) wö statt v, indem man die conjugirten Moduln ver- 
tauscht, so erhält man 


— (Inc u ni 1—2p Soön’u +2p* C082277u—2p? Cos3y'u-t2p1° Cossyfu—..,. 
1+-dncu 1-+-2p Coön’u2p* C08277u+2p° CosIntu +2p!? Cosdrfutt....? 


RE ut (4 7 —am (k (K—u), —)) ist, so ist 


1—dncu 
g (4r— am (k (K—u), >) 


BE p 605 »’u +2p° C083n'u4+2p25Co85rfu+... 
=. 2 ArcTang (125° 480527’ u-+2p!® Cost‘ u--2p°® 80567’ u .. ”) 


oder auch 














16. Y- 





und da log 





17. am(k(K—u), —) 


2p Eos "ut?p? Co83y7’u-+2p?5CoBsnfut.... 
1+2p 6052 /u+ 2 p!? Cos4 u +2p°°Co86 Yu... /' 





— 47 — 2aretang 


6. 199. 


Zweite Darstellung der Modular-Funetionen in unendlichen Reihen, 


n 1 . 
Da 2%am (k(K—u), -)=—k snw.du ist, so erhält man, wenn 
man die Formel (22.) $. 196. differenzürt, die Reihe 


2n608 7 K’.sinyu + 2760539 K'.sinyu 276055 nK’.sinnu 
S05?7K’— cos? zu ! 08? 59 K’— cos? yu + 603? 57 K’— cos? nu Ten 


Die Formeln (25.) und (24.) $. 196, geben, differenzüirt, 


6 a — 








l. Ana = 





2’ Sin?2r’u + Sin?y’u 2r’ Sin?r’u + 
Gosh’ K+Co527’u rauhen u  os127’K-+Co52y'u 

3. ksneu= 
tt 2ySin2y’K_ %y’ Sinhn’K PN 2,’ Sin10n7’K + 
.. Sos2n7'K+Gos2n/u  Gos6n’K+C&o527/u " E05107’K+E052n'u Br... 











n Tangn'u— —. 














und in dieser Reihe gilt das obere Vorzeichen vor +9, wenn man die 


Reihe mit einem negativen Gliede, und das untere Vorzeichen, wenn man sie 
1+sneu du 


„—=öt!amıu= —— 
1— snc sn u 


ist, so geben die Formeln (9.), (12.) und (10.) $. 195,, differenziirt, 





mit einem positiven Gliede abbricht. Da d log 
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4 1 m tr 296052, KR’. sinnu AR 2760547 K’.siny u 
\ sin 77 u 05227 K’—cos’ru | &05?4n7 K’— cos? yu 


snu 
ci 29 6086,K’.sinnu u . 
605? 67 K’— cos? nu u 



































5 1 27’ Sin?’ u 2n’ Sin2/u 
: nn = Gang + OR K-GerT EBK ans In’ u 
29’ Sin2n’u 
+ Gel? K— Gs2r7 u an 
6 1 4 y' Sin?2n’K n' Sin6y’K IE 
*  sncu = Sin(yK+yu) Siny A—y'u)  Sin(3y’K-4y’u) Sindy’K—r'u) 
y' Sin 10y7’K in 





+ Sin(5y7’K-+y'u) Sinöy’ K—y/u) 
Auch in dieser Reihe muls das Vorzeichen vor dem Anfangsgliede 7’ im- 






































mer dem Vorzeichen des Gliedes entgegengesetzt sein, mit welchem man die 
Reihe abbricht. Die Reihen (2.), (3.), (5.) gestatten noch eine einfachere 
Darstellung, da man ihre Nenner in Producte verwandeln kann. Es ist 
Br ER rn Sin2n’u 
konu =y Fangy u ga) Gy Ku) 
+ y' Sin?y’u y' Sin?n’u den 
Cos(dn’K-+n'u) os K—r/u)  Co8(67/K-HryYu) Cosl6’ K—ryu) u 
" Sin2,"K y'Sin6r’K 
— + ‘ 7 ll a l / 
kencu=+t1t Cos(y’K-+nu) Cosi K—n/u)  Cosl3n’ Ku) Eos (In K—n'u) 
y’ Sin 107’ K 
Tor 'u) Sy K—, u) Erd Aue 
TE RE y'Sin?y’u 
sn u Zangr’u ° Sin(27’K-+n/u) Sin(2/ K—y/u) 
n' Sin?ny’u M y Sin?y’u arte 
- Sinn’ K+r/u) Sin’ K—r'u) Sin(6y’K-+r’u) Cos(6n’K—ı‘u) BT 





Da dam (R u, 2 = kenu.du ist, so geben die Reihen (18.), (20.) und (21.) 


$. 195., differenziirt, 
= Aa. 27 SinyK’.cosyu 2397 Sin3nK’.cosyu + 2, Sin5nK’.cosru de 
. BE sin?yu  Gin?’3y7K’+sin?yu ' Sin?6, K’-+sin?ru Eu 
21’ 605 27’ K.Co3 y’u 
.kau= 
8 an; Inn u Fr Gos(2n' K-+n’u) Cos(2n’ K—n/u) 

















4 2n' Sos 4n’K. os n/u . 2n' Sos6n7’K .Cosn'u üi 
Gos(dn’ K+m’u) Eos K—n/u) 0867’ K-+Hn’u) Cos(6n’ K— u) Ka 
2n' Sinn’K.Sinny'u 27’ Sin3n’K. Siny’u 











9, kcamu= Cosi’ K+n/u) Sos(n K-n/u) u Gos(3n'K-+n'u) Gos(3y K—n/u) 
27’ Sindny’K.Siny'u + 





+ Co5,ö7’ K-n/u) Sos(dy K—n’u) 
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kt 
Da d8%(4r— ame) = nahe 
und (17.) $. 195., differenziirt, 
Br > © ze 2n 608 2n K’. cosnu Pi 2n 6054nK’. cosnu 





(16.) 


























10. enu cosnu Gos?2uK’—sin?yu | Eos? 47K’— sin? zu 
2, 608 617 K’. cosnu 

&8? 6, K’— sin? yu Tor 

1 k’ 27' Siny’K. &08 nu 2’ SinIn'K. Cobnfu 
"  enu — Sin KH, u) Sin Ku) Sinn‘ K-+n/u) Sind Ku) 
> 2y’ Sinduy’K. Cos n'u 
Sind? K-+Hy/u) Sinöy Ku) Ten 
: u n' e‘ 27’ 05 2y'K. Sinn’u 
12. encu  Einnu ! Sin? +y’u) Sin(?y'K—n'u) 
27'084 !K. Siny’u 27’ Sos6n’K. Sinn'u 








er Sin(4y’K+ru) Sin(47‘K—n'u) u Sin(6y‘K-+n/u) Sin(öy K—y/u) Te 
Differenzüirt man die Formeln (3.), (4.) und (6.) $. 195., so erhält man 
r»Sin2n7K’ n Sin6nK' 
== + unch 7 
13, dv=3t4T Sin?„K-+sin’nu  Sin?37K’+sin? nu 
Sin 10, K’ 
+ Sin? 5yA’+sin? 4 Terms 
un 2n'6082’K.Cos Yu 
14, dnu a u nu So5(27’K-+n'u) Eos(2,' K—r’u) 
h 2y' So54y’K. E08 nu er 27'C0867’K. E08 7’ u Fr 
Ss’ Kt 'u) Sos(h,‘ K—r’u) Go3(67’K-+7’u) Cos(öy' K—r/’u) TR 
nun 2C03y'K.Cos y’ u 26053 n7/K.Cosny/u 
15. daou= Gos(n’K+y'u) Eos(y A—ry’u) r Gos(I3n'K+ Yu) Cosi? K—r'u) 
260859’ Ä. 03 nu 
” Cos(dn‘ K+ny'u) Sos(d' K—y'u) Too 
































I-- dneu 1 ‚ 
Da endlich 2 log Ve — t(ir— am(k(K—u), — z )= k'tnw.du ist, 
so erhalten wir 
27 sin?yu 2» sin?2nu 








16. Atou =ntangyu— "+ cös?ru 
0. a 2 60547 K’-+ cos2ny + C058y A’ cos27,u 


2n sin?nu 
05127 K'+ cosenu 14 
r' So’ K. Siny’u 2,' C083y!K.Siny’u 
u; Rh u) Ein(y’ K—n’u) T Sin(Iy’K-+y'u, Sind’ K—r/u) 


2. 27’ &usänt K.Siny’u e 
Sinn Kt) Sin(ötK-aru) 1 





—..0,; 





17. Kanu 








1 n' 2 6052 ,'K.Siny’u 
Sinyu Sin?’ Ktr/u) Sin(2y’K—y/u) 
28054’ K. Siny’u 260567’ K.Siny’u 








Sin(t/A+ny/u) Sind Ku)  Sin6r’ Ä+nfu) Sinoy Ku) 
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$. 200. 
Die Differenzial- Verhältnisse der Logarithmen der acht Hülfs -Functionen, als eben so viele 
neue oder abgeleitete Funetionen. 


Da Alo=o und Al(K)=y%k ist, so wächst Al(«) und mithin 
auch log Al(u) zwischen den Grenzen =o und u=K gleichzeitig mit 
u; und EG nimmt Bl(w) und mithin auch logBi(w) ab. Hieraus 

ö log oO log Blu) 


lu 
folgt, dals m zwischen den genannten Grenzen positiv un _— 
is 





zwischen denselben Grenzen negativ ist. Wir setzen also 
oO log Alu 1 gAlu 
/ as fee) PEN 
1 A (u) . ou "re 0 > 
ö __dlog Blu —1 oBlu 
B.(w) re Tr Fr 
Da Hlo=y%‘ und HI(A)=1 ist, so wächst also log Hl zwischen den 
genannten Grenzen, und Gl(«) nimmt gleichzeitig ab. Daher setzen wie 


















































P log G D 
ri 
‘ 2 
MP 1 
Die Reihen (6.) $. 174. geben hiernach 
Aug + er + Star + Ser + Sa re 
3. a — Enaykt  Emıkt— Syke + 
. Fi En” en Kr T ea Mi andre Ten; 


__2ysin2yu , 2ysin#4nu 2rsin6nu 2,sinSnu 
Hu) n,K r Sintr K vr Sin6,K’ + Sin8rK Tree 
so dafs wieder AKK—W)=B(w), B(R—W)=A(u), G(K—u) = H(u) 
und H'A—ı) = wer ist. Die Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) $. 187. geben 


2, sin? 9r,sin? 
A (u) =. +; / Jg + <Y | N En 
/ 6054, K —cos2yu 6058, K’— cos2yu 


25, sin Inu 
TG G05127 K’— cos2yu Ten 
2, sin Iyu 27 sin 21 
Bew) == NLAnBNUT Gaga R Loos T Eo8ön K’-Lcosde 




















u yu 











4. 





r 27 sin 2nu + 
80812, K’+cosd,u "9 
27 sin Iyu 2r sin2yu 


2 sin Iyız 
6082, K’-cos2yu + C0567K’-+cos?yu + 60510, K’-+cos2yu Tess 


2, sin ru In sın Inu In sin Inu 
I u _ . - { - ngepee .„... 
i ( ) &0827K’—cos2yu y Soshr K’— cos2nu + 08107 A’—cos?nu y 











G(u) = 
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Die Formeln (3.) und (4.) $. 189. und die Formeln (5.) und (6.) $. 188. geben 


f 49 






















































































Au)= n(g® cosy u—3g® cosdr, zudögt cosöru —7g? cos7?y u+9g? c0os9yu ——-....) 
ED 
" smyu— g° ? sindyut 2° FE g? sin/yu-k g? Teint, 
49 81 
Ben? (gi sin yu +3g° sinsn juctög? sin öyu +7g? sin Zug mraßwert...> .) 
. \ zZ 30 ’ 
Is I 
g* coszu+ g? c0s3yu-+- gE cosözu- g?cos/rut JE cos9yu-... 
Ba 29 (2q° sin Zyu -4g° sin Au u m Then. 67u +8g° sin Syu +10g°° sin Bu ı 3 
.. 1-+24° cos27u -2g* cost, u +2g'" cosönu-+-2g°* cosSyu- 2q” cos10nu+... 
HC u) 27 (29? sin Iyıe — 44° sin 4ızu +6g"® sin 6nu — Sg? sin 8yu +10g°"sin 10yu—-....) 
1— 24° cos 27,u +24* cos4yu —2q"® cosöru +2 cossyu — '2q°" cos Iyu+—...." 
Die drei Functionen Au, ®l’u und Gl’u wachsen gleichzeitig mit w; 
da aber Slo=y%k und S’K= 0 ist, so nimmt Hl’ ab, wenn u wächst. 
Aus dem angeführten Grunde setzen wir 
Wu) = elogAl’u __ 1 OU u 
(w)= ou ra Uu’ ou ? 
Bu) = Ö log Bl’ Mi 1 ‚2BlVu 
6 eu Bu’ du ? 
e Su) = elog&l’u __ 1 0&lu 
a a ou = Su _ du _? 
e o log Hl’ u 1 09Vu 
Yu) = — ETEU a n —. 2 
' ou Su ou 
Wird der Modul mit dem conjugirten vertauscht, so ändern wir A’ (u), 
DB (u), Su) und Hu) in Au), B(u), G(u), S H(u) ab. Aus den Rei- 
hen (5.) $. 174, leiten wir nun her: 
Vu) 7‘ 2y’p? SinIy’u 2y'p " Sintrfu — 2ny’p® Sinsn/u 
N Zang u Sin2y’K SE Sin67’K 
__ 2y'p? Sinsy’u 
SinsyK n 
BE ” 2,'p? Sin?y’u Iy’p* Sindr/u 2%, Sinti u 
Bu) = yTangyu + I — EZ + En 
s Sin2y’K Sinty’K Sin6y’Ä 
‚ 2n’p? Sinsn’u 
Sinsy’K 2... 
PT In’ Sin?yu BÜR... %...... BEN; in. nn 27’ Sinsr’ Eden 
WU) SuorK SinänK ' SinonkK Snimk Ten 
u Hr’ Sin!y/u ,„ Un’ Sindn’u ,„ 2’ Sin6y’u „ 27’ Sinsy’u 
Sue + II + + TE — + te 
. Sin2n’K Sin4v’K Sins K Eindy’K 


Differenziirt man aber die Formeln (5.) bis (8.) $. 187. logarithmisch, so 


erhält man 
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er Eh 1" Sin2ytu 
un a) EinarK_) 











n' Sin n’u y' Sin2n’u 
Sin(4y’K-+n’u) Sin(dy’K—nyu)  Sin(öy’K+n'u) Sin(öy'K—nfu) 


y’ Sin?y’u 
Uu\— u’ % 
B(u)—=nTangn’u-+ Gr u) E08 (27 K— nu) 





y’ Sin?y'u y' Sin?’ u 


ki E08 (dy‘ Kt y’u) 605 (4 K—’u) r G05 (6, A-+ny’u) E05 (by K—n’u) Tor 


























8 
N n’ Sin?y’u n’ Sin? y’u 
($ (u= 4 .$ ‘ + #s nd 77 K. : 
G05 (y’K-hy’u) Cos(y'K—n/u) " Eos (In‘K-+n/u) E08 (In’K—ru) 
+ y’ Sin? n’u + 
Co5(d7’A-+7'u) Sos(ön’K—r/u) Peg 
URDONUEGERIENEN. «. ..  ».AOEDNER TERRSOREENENNE: <i.....:.: ©. 
’ Co (y’A+n u) Siniy’ K—ry’u) ! Sin(3y’K-tn'u) Sin(3y’K—r/u) 
4 n' Sin2y’u 
\ Sintön7’K- RT Sin(öy’ K—r/u) Too 


Die "Formeln (1.) und (2.) $.189. und die Formeln (3.) und (4.) $. 188, 
geben jetzt 
Y ’(p$ Go3 7’ u—p! 608 37 u+5p? G055n7’ AL 7 E 6087, ut—.,.. 








Alu) = 
< \ ) 1 4) ba 
p* Siny’u— p? ? Sind, uhöp! Sindy’u— p? Sin’yut—.. 
1 49 
DIYZZANEEER ie. Sıny u + 3p Sinsn ut 5p2 Sinsy’u+7p? Sin’, "u-+....) R 
(mW) 49 ’ 
9 p? Gosry/ut „s Cos3y’ut p? 2 G085,, ur p?&s7ny/u-t.. 


GW) 2,’ 2p? Sin 2y/u + Ip? Sin 4n’u+ 6p"° Sin 6n’u + 8p°° Sinsytu-....) 
d 1-+ 2p° &05 27‘u + 2p° Gos 47’u + 2p"® Eos 6/u + 29° Cos 8yfu.... ? 
PVP TERRRE 2y'(2p? Sin 2yfu — 4p° Sin 4y/u +6p" Sin 697’. — 8p? Sin dr‘ ut—.. 
PR 1— 2p? 60827’u + 2p* 805 417'u — 2p!? E08 677u + 2p°” Eos 87 zu. 
Alle acht Functionen A(wu), B(«), G(u), H(w), A(u), B’(w), &’(w) und 
Hu) ändern ihre Gröfßse nicht, sondern ihr Vorzeichen, wenn — u statt 














u gesetzt wird, Ferner ist 
AA =} 

und Bbo=Go=Ho=dBo= Go—= So= 0, Aufserdem ist 
Alu) 


e u) = Eu, so wie umgekehrt Au) = , 
B(u) = 8 u up e" - Blur) = :.Blu 
10. we nn 70 
Js =i1.0G(Wu, - - > - G(ur) = :1.G (u), 
H(w) = :2.5(U), - - - - H(ui) = i.H(uv). 


Die Formeln (3.) $. 170. geben, logarithmisch differenzirt, 
a, * 
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WK-W)= Y+S(wW, ako A(Kk+W= Y—S(W, 
1 | HS (K—u) = —ıy)" +A(u), 5 S(K+W=—n)— A (u), 
' B K-We SW, - BK+W= 1+6Ww), 
GK-We Bw, - GW) 1+dw). 
Hieraus folgt, wenn = 0 gesetzt wird, da 
a ' Mom, B’o=o, $’o=o und Ho=o ist: 
er WK)=rn, B(K)=rn, G(K)=ır und Y(K)=}. 
Aufserdem hat man dem $. 190. gemäls 


13. AGM)=BüÜRK)= IX, G4K)=HdR) = 1 


> 





und noch 


vgRy=TE4m, Han —IE, 
14. az L 17 k' 
BaK)= 4m, SaR= HE m. 


Die Formeln (2.) $. 185. geben, logarithmisch differenziirt, 


Az tAw= ei oder a Se 
Bd (u)= 57 + HW) = +Hü), oder dw) tisW, 


15. 





Sweet " 6), oder uw), ER 


RE N 
S) (U = 








74 B(u), oder S(w)—= ri Bu). 


2KK’ 
Aus den Formeln (14.) sieht man zugleich, dals 7‘ immer zwischen den 


Grenzen 1—k’, 14%‘, also n zwischen 1—%k und 1+% enthalten ist. 


Setzt man in den Formeln A(kK—u)=B(w, B(K-u)=A(u), 
G(K—u)—=H(a) und H(A—u) = H{w, —wu statt +u, so hat man 


'A(K-+u = —B(w, also ist ARK-u) = Alu), 
16.  K+u) = — Alu, - - B(2K-+-u) = B(u), 
er = — H(w), - - GRrKLu) = G (u), 
HK+e) = —G(wW, - - HQRA+u = Hu). 


Die Funetionen A (w), B(w), G(w) und H(w) leiden also keine Aenderung, 
wenn das Argument % beliebig oft um 2K vermehrt oder auch vermin- 
dert wird. Setzt man also in den Formeln (15.) u-+2mÄ statt x, so 
erhält man, wenn m eine ganze Zahl vorstellt: 
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Kut+mk)— EFT Lu), 








B(ut2mk)— UF), 
Y(ur2mK)—= Ur Cm, 





$(u+2mK) = Tr Bw; 


und werden hiervon die anfünglichen Gleichungen subtrahirt, so erhält man 
A(ut2mK) Im + W (u), 


17 B(u-HIın K) = my +B (u), 
S’(u-2mk) = Imy+6©'(u), 
S(u+rrmakÄ) = —ımn) 49 (u). 


Zusatz 1. Differenzürt man die Gleichungen (8.) bis (11.) $. 171., 
so erhält man zunächst 


Alu.2Alu + k.Blu.2Blza = k.Hlv.oHlw, 

Blvu.oBiu-+%.Alu.0Alu = %k.Glu.0Glw, 
%.Glu.0Glu 4 %.Aluw.0Alu = Hlu.oHlu, 
k' Hiu.0 Hlu+ k.Blu.oBlu = Gluw.06Glu; 


und substituirt man hierin die Werthe 2 Alu=Aluw.Au.0u, OBlu = 
— Blu.Bu.ou, 8Glu= —Glu.Gu.öu, öHlu=Hle.Hu.öu, so ver- 
wandeln sie sich in 
Al’wAu—k.BluBu= AMHlu.Hu, 
— Bl’u.Bu+ K.Alu.Au = —k.Glu.Gu, 
— K.Gl’u.Gu+k.Alu.Aum= Hivu.Hu, 
k.HFu.Hu— k.Blu.Bu = — Gl’u.Gu. 
Dividirt man nun die erste Gleichung durch %.Hl’x, so verwandelt sie sich in 
sn’ u.A(u)— cen’u.B(uw) = H/{w), also 





18 snc’u.B (wu) — enc’u.A (u) = G(w); eben so findet man 
$ R’sn’w.A (u) — dn’w.G(u) = H(w) und 
 k’sne’u.B(u) —dne’u.H(u) = G(u). 


Setzt man in diesen Formeln 2 statt z, indem man den Modul mit dem 


eonjugirten vertauscht, so erhält man 
su.) — aus e) = Blu), 
| dn?u. W+#h sÄn’ud(e) = Blu), 
19. enc’ u. (u) — sncu.H (u) = Ö’lu), 
| dn’u.© (u) + A’ an’u.H (u) = K'DB(u), oder 
(u) +Ksneu.H (uw) = dnc’u.3',u. 
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Differenziirt man die Formeln (6.) $. 171. logarithmisch, so erhält man 
die Formeln 





d I’ 
Au)—H{ü), = T _ ZU 





tn u encu ? 
snu 
B/uw) H(u) = tnu dnxz = 
u) + ( ) u a 


G(u) + H(w) A’ snu sncu, 
20. 1 
A(u) + B(u) sn u sncu? 


| k’ encu k'rsnu 
B (u) — 6) — enu ” "dnuenu’ 








An) Cu) m ir „ _! 


sn u tnu dnu" 
Vertauscht man hierin die beiden conjugirten Modul, und setzt wi statt 


u, so erhült man noch 
1 








: k’?tnu dnen k’encu 
© (u) + (u) = — mo —___ 
< dn u tncu en u 


dn 


{in u 





Au) —B' (u) 


’ 


B (u) — © (u) Ak’ snu sncu, 





Hl far / 
Aa) + 5 (4) snusncu? 
B(w)+ H' (u) tnx dn« = - s 
21. 
\ 








rn TE IR / \ SsnC u 
(u) — u) = 9 
Alu) — ©‘ (u) Sy 
Zusatz 2. Da Cora —b)— Ist (a+l) = — na und 
. ’ 7 Ein(a+b) Sin(@a—)) 
x .. &in?z . .. . 
Sana (a + b)— Tanga (a—)) = — sb ist, so können die For- 
gar ng / Co5(a-+b) Cos (a —b) %; 


mein (8.) auch also dargestellt werden: 
A (u) = 
Key tn Key Rt d)+ rn CotAy Kt + rn Ct K+nW)+.... 
— 1 Katy Ana) — n' Sat Ay K-nW)— rn’ Sort RW). 
Bu) — 
zangn a + Tanga K+na)+n Tang Ay K+nu)+r Tangoy K+r we... 


—ı'TIany/2n‘ K—nu)—n Tang(Iy K—r u) —n Tanglön KW) —...., 


l 


Su) tangy R+na)+n Tang Sy K-+ru)+nTZang Sy ätru)+.... 
— rn Tanga (n K—nu)—rn Tan In K—r'u) — rn Tang (any A—r'u) +...., 


u) ker K—rnu)+ n Sao Ku) + 7 Sa KW) +... 
— r Vor mn R-tnu)— nr Sort In Ktnu)— nr St Sn Kt) —.. 
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Hiernach lassen sich also die Grölsen A’ (u), B’(u), ©(w) und S5’(w) noch 
leichter berechnen, als die gleichlautenden cyklischen Functionen A (x), 
B (x), G(w) und H(w). 


$ 201. 


Allgemeine Relationen unter jenen Functionen. 


Differenzürt man die Formeln (5.) bis (8.) $. 183,, so erhält man 
1. elu = Zu+H(), 
2. elu= E—Zu +G(w), 


3 elu = 


| 
JE Wi 

mn 

| 
AS 
et 
+ 

13 
r 

m 
re 


4. ekvu= E—(1— )u— (u). 





Substituirt man in der Formel el “ +u) =ela+elu— k’sna sn u sn (a -4- ©) 
ar . E 
$. 65. die Werthe el(a+u) = = (a+u) FH(a-+tu), ele= 7% 4+ H(a) 


und elu= —u+H(w), so reducirt sie sich auf 


|H(a+u) = H(a)+H{(w) —k’snasnusn(a-+u), also 
! H(«a— u) = H(«)—H(w)+ k’snasnusn(a—u), 
Auf gleiche Weise erhält man 
6. Bd (a+u) = B(a)+ B (uw )—k’snasmusn(a+ u), 
IB(a—u = B()+DB (u) + K’snasnusn(a—u). 
Vertauscht man in den Formeln (5.) und (6.) die conjugirten Modul, in- 
dem man a? und w? statt @ und « setzt, so erhält man 


Hlat+u) = HS ()+H WW) +" tnatnutn(at u), 
IH la—u) = Ha) —H (u)—k"tnatnutn(a—u), 


> 


T 


en B(a-+u) B(aA+-B(u)+Ak”tnatnutno(a-+u), 
"  tB(a—u) = B(a)—B(w)— k”tnatnutn(a—u). 
Aus den Formeln (5.) und (6.) $. 65. können eben so noch allgemeinere 


Relationen hergeleitet werden. 
(Die Fortsetzung folgt im nächsten Hefte. ) 





Sick HAT ER 
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13. 


Bemerkung über die Wurzeln der algebraischen 
Gleichungen. 
(Von Herrn Dr. Ferd. Minding zu Berliv,) 





Ks seien %ıy Kay Hyy rer. 0, beliebige unabhängige Gröfsen, welche als 
Wurzeln der Gleichung A = 2" — az” +bx2"",...=0 gedacht werden; 
ferner sei & eine primitive Wurzel der Gleichung «"—=1, und man setze 
nt =, tum Fe" Fe.Hh arg, 
n, = co, Ten + u" 2, 4+...+0"r,, 


A at ne 


nt 


I 


BO ha niügikähe für die W ee REN Ausdrücke, in denen ß für 
' geschrieben ist; 


i 
x —4r u + tree tb 
x = Za+ß u ++... + 


” ® & * e e * « « v * E} e 


1 a Nu 
ze Ba ul Cal 2 ud CHI FE VER Een od ae Are 


o . . D . © c ® . “ . ® . \ Eu ‘ 


R 


| 


Lu 


Der Ausdruck 7” (er werde zur Abkürzung mit p bezeichnet) wird 
durch eyclische Verwechselung der Wurzela nicht geändert; denn indem 
man in Z, jede Wurzel in die Stelle der felgenden und die letzte in die 
der ersten setzt, verwandelt sich 4 in «/,; folglich hat > im Allgemeinen 
2.3.4...0n—1 = m verschiedene Werthe und hängt mithin von einer 
Gleichung des mten Grades ab. Man bilde ferner den Ausdruck: 

v.= nt,.(nt)” 
= Hunt et, +... + 0t2,)n Fam techn)” 
und bemerke, dafs derselbe ebenfalls Fehr cyclische Verweohselung der 
Wurzeln nicht geändert wird, so folgt, dals v, ebenfalls »r Werthe hat, 


wie >, und mithin nach der bekannten Methode von ZLagrange rational 
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durch 9 ausgedrückt werden kann. Da sich noch » immer aus dem Nen- 
ner wegschaffen lälst, so kann v, auf folgende Form gebracht werden: 
vo, = A+Bn+Cp-+...+ Mp”", in welcher A, B,..... M rationale 
Functionen der Coefficienten der Gleichung X = 0 sind. Vermöge der 
Gleichung Z, = v,.t“ nehmen nun die Ausdrücke der Wurzeln folgende 
Gestalt an: 


eat bt nt mut fh), 
20. = I a+ß, + ße +. Ftr pen — IB) 


n 
u u» 5, 


oder: 
x, =ft); x =f(ft), =), 0. m=flßti) 

Die Gleichungen ?"=p und f{f)=x, haben die Wurzel = Z, ge- 
mein, aulser dieser aber keine zweite. Denn alle Wurzeln der Gleichung 
i”=p oder {"—={” sind von der Form: P“/,; wäre mithin für ein zwi= 
schen Null und » liegendes u: f(f"4)=x,, so hätte man, weil f(ß*%,) 
= 7,4 ist, 1 —=2,4, d.h. die Gleichung X=0 mülste gleiche Wur- 
zeln haben, was gegen die Voraussetzung ist. Folglich ist der gemein- 
same Factor der Polynome 2"—p und f(t)— x, in Bezug auf Z vom er- 
sten Grade, und giebt, der Null gleich gesetzt, den Werth von Z, durch 
x, und p rational ausgedrückt. Man kann mithin setzen 4, =\(x,), wo 
ı ein ganzes Polynom vom n—-Iten Grade bezeichnet, dessen Coefficien- 
ten ganze Polynome in p vom m—-iten Grade sind, die ihrerseits ratio- 
nale Functionen von a, 5, €, »... zu Coefficienten haben. Da nun 
a,—=f(ßt), und (B4)"=p ist, so ergiebt sich auch: PB, = Y(x,), u. Ss. w;; 
man erhält mithin ; 

= Ya), Ph=vla) Ph=ya), »... PTi=Yln). 
Nun ist aber M 2) =[f(ß t,); X; = f(P’t), mo. KL, [P""4); a=f®" d); 


folglich auch 
»=fPyva), s»=lPvan)), wsh, 
oder, wenn man zur Abkürzung f(PY (x, ))=F'(x,) setzt, so kommt: 
xo,=F(z,), nz Kae F (z.), TE r=F (z..); 2, = F (x,); 
oder auch | 
n=fF(x,), »=F,(a), -+:.: m. =F,-(0); x,=F,(&) 
Hiernach lassen sich allgemein die Wurzeln der algebraischen Glei- 
chungen als wiederholte rationale Functionen einer unter ihnen darstel- 
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len; die Coefficienten der darstellenden Function hängen aber von der 
Gleichung des mten Grades in p ab, deren weitere Zerlegung Lagrange 
in der I3ten Note seines Werkes über die Gleichungen untersucht, 

Für die Gleichungen des dritten Grades hängen also diese Coefficienten 
von einer Gleichung des zweiten Grades ab. Bezeichnen x,, x, , x; die Wur- 
zeln der Gleichung = —=35bx-+-?2c, und setzt man 3t = m, Fam + ur; ; 
wo 0a’ +a-+1= Oist, ferner 2’=p, so findet man P—2cp+b’= 0, und 


bt: 


elite) »=f(ßt), »=f(P’t). Aus "=pudn=f() 
folgt : 





t= px, tb? zu D?-+4(px, —bx}) 
probe, PTR u 





und hieraus 
b B? ı? 


2, = Bt+ TE = PH) = Pet Rn, 
oder: 
v—3 
ern") 
Alsdann ist ,—=F'(x,),, n=F(x;). 

Einen vom vorstehenden nur der Form nach verschiedenen Aus- 

druck hat bereits Herr Prof. Hill im 9ten Bande dieses Journals S. 100 
gegeben. Durch das hier bezeichnete Verfahren kann man auch für die 
Wurzeln höherer Gleichungen ähnliche Ausdrücke finden, nach welchen 
an jenem Orte gefragt wird. Bei denen des vierten Grades kommt man 
auf eine Gleichung des sechsten Grades in ?, die sich aber, wie bekannt, 
durch eine vom zweiten auflösen läfst, deren Coeffhicienten von einer des 
dritten abhängen. 





a —1n,=F(«,). 


x, = ("+ ten —4b2})7 
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14. 


Ucher einen besondern Fall bei der Abwickelung 
krummer Flächen. 
(Von Herrn Dr, Minding zu Berlin. ) 





Am Schlusse meiner Abhandlung im 19ten Bande dieses Journals ist be- 
merkt, dafs die Bedingungen der Abwickelbarkeit ihre einfachste Gestalt 
annehmen, wenn man unter 9 das Krümmungsmaals oder eine Function 
desselben, uhd unter g, g’ Bogenlängen der Curven von unveränder- 
lichem p versteht. Alsdann müssen, damit Edp +2Fdydg+d = 
E' dp +2F'dpdg' + dg‘” sei, folgende Bedingungen erfüllt werden; 
E—F: — E'—F” und +(Fdp-+dog) = F'dp-+dy, 
d. h. es muls möglich sein, diesen Gleichungen durch eine Relation zwi- 
schen P, 9 g’' zu genügen. Wenn insbesondere die erste dieser Gleichun- 
ven ?denlisch besteht, so muls offenbar E— F* eine blofse Function von 
p, ohne g, sein, also 
ü E-PR = P., 
In diesem Falle mufs die zweite Gleichung entweder irgend eine beson- 
dere Auflösung zulassen, oder integrabel sein, Die Integrabilität aa 
dals F'+ F’ eine Funetion von 9+9/‘, mithin = ZT sei. Folglich u 
dq 
kein g enthalten; also mufls F von folgender Form sein: !=My+-N, 
wo M und N blols von p abhängen. Auch sieht man leicht, dals M nicht 
Null sein kann, wenn die Biegungen der Ebene ausgeschlossen werden; 
denn wäre M=0, so erhielte man F=N, E=P°’+N, folglich 
ds = (N +PY)d® +2Ndpdy+dy = PrdpP + (Ndp+dg), oder 
wenn Pdp = du, Ndp+dg = dv gesetzt werden, d’?= du + dv; 


alsdann wäre das Krümmungsmaals Null, gegen die Annahme. Nun sei 


D eine unbestimmte Function von p, und = D’, so geht der Aus- 
druck ds? = Ed" +2Fdpdg+dg = Pdf + Mg --N)dp+ dat 
durch Einführung von g+® anstatt g in folsenden über; 

d? —= P’dP +\XMya +-MT HN +O)dp-+da‘, 


22% 
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oder, wenn man ® so bestimmt, daß MP +N-+P'=0 wird, 
ds = P’dp’+(Mgdp+dyg). 
Diese Form des Linear-Elementes deutet auf eine Umdrehungsfläche. 
Denn man setze g.e""=v, e/"?— u, Pdp= Udu, wo U eine 
Function von % anzeigt, so wird 
ds —= U’dW + uw dv. 


Dasselbe Linear- Element geben folgende Gleichungen: 
z=au c08—, y- ausin—, = /yU’—a)) du, 


wo .a eine beliebige Constante ist; sie stellen eine Umdrehungsfläche, sammt 
den schon im 18ten Bande 8. 367 angegebenen Biegungen derselben dar. 
Hieraus ergiebt sich die Folgerung, dafs wenn zwei Flächen von ver- 
änderlichen Krümmungsmaalsen sich auf unzählige Arten auf einander ab- 
wickeln lassen, indem die Gleichungen zwischen den Argumenten ent- 
sprechender Puncte eine willkürliche Constante enthalten, — oder wenn 
die Gleichung (25.) der oben genannten Abhandlung identisch und die 
Gleichung (26.) integrabel ist —, dals sich alsdann unter den Biegungen 
dieser Flächen allemal Umdrehungsflächen befinden. Auf diesen einfachen 
und unmittelbar anschaulichen Fall beschränkt sich also die Möglichkeit, 
bei Abwickelung einer Fläche von unveränderlichem Krümmungsmaalse 
auf eine andere, das erste Paar entsprechender Puncte in zwei Curven von 
unveränderlichen und gleichen Krümmungsmaalsen beliebig zu wählen. 
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15. 


Ueber den Fall, wenn in dem bestimmten Integrale 
f’®x) dx die Function 9(x) für einen oder mehrere 


Werthe von x, welche innerhalb a und 2 liegen, 


unendlich grofs oder discontinuirlich wird. 
(Von Herra J. L. Raabe in Zürich.) 





Auch der vorliegende Gegenstand berechtigt uns zu der mehrfach ver- 
nommenen Aeufserung: „die Grenzen der Wissenschaft werden zwar 
immer mehr und mehr erweitert, allein an ihrem Eingange ist noch 
manche dunkle Stelle zu erörtern.” Dafs der Fall, wenn P®(x) in dem 


bestimmten Integrale / "ox) dx, für Werthe von x, welche innerhalb 


a 


der Grenzen fallen, durch das Unendliche geht, zu diesen dunklen und 
noch unerörterten Stellen gehört, wird von vielen Lehrern der höhern 
Theile der Mathematik anerkannt werden. 

Man berufe sich nicht auf die Ste Vorlesung aus Lagrange's Lerons 
oder auf die Stellen in Porsson’s Abhandlung über bestimmte Integrale 
(Journal de l’ecole polytechnique, tome AI. p. 318— 341): an diesen Or- 
ten ist der fragliche Gegenstand nur angeregt und nur für specielle Fälle 
eine Erläuterung desselben zu geben versucht worden. 

Ehe wir zur Erörterung des vorgelegten Gegenstandes übergehen, 
wird es nothwendig sein, das Amper’sche Theorem über continuirliche 
Functionen voranzuschicken: 

Stellt #'(x) eine von x =a bis x = b continuirliche Function von 
x vor und bedeutet w eine ohne Ende abnehmende positive Grülse, so 


nähert sich der Quotient 
F(x +0) — F(x) 


[13 
einer Grenze, die ebenfalls eine Function von x ist. Stellt man diese 
Grenze durch P®(») dar, so dals 


. Lim ern — Hu 
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ist, so kann zwar ®(x) für isolirte Werthe von z=a bis z—=D5 um. 
endlich grols werden, allein es giebt keine endliche Folge von x Werthen, 


welche alle dieser Function unendlich grofse Werthe beilegten; überhaupt, 
wenn man von dem Falle, wo 


F(x) = Ar-+B 
ist und A und B Constanten vorstellen, abstrahirt, so wird ®(x) für keine 


endliche Folge von x Werthen einen und denselben Werth, er mag un- 
endlich klein, endlich oder unendlich grols sein, haben. 


Ist dieser Satz festgestellt, so hat man 
d.F(x) = Ox)dz und See) dxz = F(x) + Const. 


Will man endlich den Werth der Integral-Function für =D haben, falls 
dieselbe für «== verschwindet, so zeigt man dieses durch die Gleichung 


2. / Pa)dz = Fl)— Fa) 


an, Der Ausdruck F(b)— F'(a) stellt unter Beschränkungen, die der Zweck 
der gegenwärtigen Bemerkungen sind, die Summe einer unendlichen Glieder- 
reihe dar, die als Grundpfeiler der Integralrechnung angesehen werden kann, 


Gehen wir nun zur Darstellung dieser Reihe über und setzen zu 
diesem Behufe folgendes fest: 


1) Die Function F(x) soll von==abis =D, die Grenzwerthe «a 
und 5 mitbegriffen, continuirlich sein. 


2) Der Unterschied 5— a werde positiv vorausgesetzt. 


3) Wuy Gy Way verr Dunn n Stellen unendlich klein werdende, po- 
sitive Größsen vor, 


4) Endlich habe folgende Gleichung statt: 
3. db=zatrts to tot... +0. +Ww,is 


Dieses vorausgesetzt, setze man in (1,) statt z wach und nach die 
Werthe 


a, a+w, ats, tw, a tw tw tw, +... at tu tw, +... +w._., 
und in derselben Ordnung statt » die Werthe 


„> Wıy W}5 W;5 .... Wis 


so erhält man folgendes System von Gleichungen: . 
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Cla)w, = Lim. {F(a+w)—F(a)}, 


Pla+w)o, = Lim. {Fka+w+w)—F(la+tu,)}, 
Dat, two). = Lim {F(la+w,+w,+ w;) 
4. — F(a+ + w,)} 


Dat tw Ft... +@,_.) 0, = Lim. {F(a+w, tw +... +%,_,) 
— Flatwtwt:.. + w,. )}e 
Addirt man diese Gleichungen mit Berücksichtigung der Gleichung (3.), 
so hat man 
5. F(W)—F a) 
= su, P()+w atom) + Pla, +0) +... +Wwn dd —w,_.) 
Werden ferner in dieselbe Gleichung (l.) statt x die Werthe 
b, b—- wi; b— W123 b— ww. — Wa — Wun3 > .... 
D— WW nee — Wi, 
gesetzt, und werden in gleicher Ordnung statt » die Werthe 
— on Wr — Wn-33 — dn43 .... W\) 
angenommen, so erhält man folgendes Gleichungensystem : 
— Pb) w._, = Lim. {F(b-w,,)—Fb)}, 
—D(-w,_1)8.. = Lim. {F(b-w, 1-8.) —F(b-w,); 
— P(b-w,_1- 8.2), = Lim. {F(b-w, ı-w..2-W,.,) 
6. — F(b-w.- Wan); 
— Deob-w1-0.- 0) 0, = Lim. {F(b-w,_1- W,2- ....=-W,- Wı) 
— F(b-w.ı-W,.2—...—0)}e 
Werden endlich diese Gleichungen addirt, so hat man, ebenfalls mit Zu- 
ziehung der Gleichung (3.), 
| 7. F()—F‘(a) 
= w,Pla+w,)+w Patwm tm) +0 Plata, ta +) +... + WW D(b). 
Jede der beiden Gleichungen (5.) und (7.) stellt den oben er- 
wähnten Zusammenhang der unendlichen Gliederreihe mit dem Ausdruck 


F(b)— Fa) oder mit dessen Werthe / "O) dx dar. 


Nachdem nun dieser Zusammenhang hergestellt worden ist, gehen 
wir zum eigentlichen Zwecke der vorliegenden Untersuchung über. 

Die Gleichungen (5.) und (7.) sind Folgen der Gleichungen (4.) 
und (6.). Nur in so weit diese letzteren bestehen, sind wir auch zu der 
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Annahme der erstern berechtigt. Nun bestehen die Gleichungen (4.) und 
(6.) nach der oben festgesetzten Annahme 1) unter der Beschränkung, 
dafs die Integral- Function F(x) von =a bis = continuirlich sei: 
daher unterliegt auch die Untersuchung über die Zulässigkeit der Glei- 
chungen (5.) und (7.) in jenen Fällen keinen besondern Schwierigkei- 
ten, nemlich wenn die Integral= Function der vorletzten Differenzial- For- 
mel D(x) dx bekannt ist. Es reducirt sich alsdann die Untersuchung auf 
die Erlangung der Einsicht, ob die bekannte Integral- Function F'(x) von 
x==—=a bis e=b eines unendlichen Werthes fähig sei oder nicht. Die- 
ses zu bewerkstelligen, bietet die Analysis genug Mittel an die Hand, 
daher in diesem Falle die Untersuchung als geschlossen angesehen wer- 
den darf. 

Gehen wir also zu dem zweiten Falle über, wenn die Integral- 
Function der vorgelegten Differenzial- Formel D(x) dx unbekannt ist. 

Betrachtet man mit einiger Aufmerksamkeit die zwei Systeme von 
Gleichungen (4.) und (6.), so überzeugt man sich sehr bald, dals sümmt- 
tiche Ausdrücke rechts der Gleichheitszeichen unendlich klein werdende 
Zahlenwerthe vorstellen, falls die, zwar unbekannt vorausgesetzte, Integral- 
Function von = a bis #=b continuirlich ist; woraus sogleich gefolgert 
werden kann, dafs es eine gleiche Bewandnils mit den Ausdrücken links 
von den Gleichheitszeichen dieser Gleichungeu haben muls. Nun bilden 
diese Ausdrücke die Glieder der Reihen (5.) und (6.): daher müssen auch 
sümmtliche Glieder dieser Reihen nur unendlich klein werdender Werthe 
fähig sein. Endlich entsteht jedes Glied dieser beiden Reihen aus der 
vorgelegten Differenzial- Formel P(x) dx, wenn in der Function P(x) 
statt x irgend einer dem Werthe von «# bis 5 und statt dx ein diesem 
Werthe von x entsprechendes Increment w,, oder w, , oder w; , »... oder 
wm gesetzt wird, 

Wenn also k irgend eine der Zahlen 

0, 1, 2, 3, ver. nl 
ist, und man setzt 
= ars tu Fw+ ....t 0; 


wo also 


ceZa wd ce<b 
ist. so muls für jeden der eben festgesetzten Werthe, von k das Product 
+1 D(c), oder das Product wı Pc) 
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a 


unendlich klein bleiben, damit die unbestimmte Integral-Function (x) 
für alle Werthe von x, von ze =abis r =D, continuirlich bleibe. Im 
entgegengesetzten Falle, wenn diese Producte für irgend einen Werth 
von %k endlich, oder gar unendlich grols sind, ist es ein sicheres Merk» 
mal, dafs die unbekannte Integral- Function in der Nähe des Werthes c 
von x eine Unterbrechung in der Continuität erleidet. Es finden alsdann 
die Gleichungen (4.) und (6.) nicht Statt; mithin kann auch, unter den- 
selben Umständen, von dem Bestehen der Gleichungen (5.) und (7.) nicht 
mehr die Rede sein. 

Fassen wir nun alles bisher Gesagte zusammen, so ergiebt sich Fol- 
gendes als Resultat unserer Betrachtungen, 

Hat man den Werth des bestimmten Integrals 


/ "Ola)dx = F(b) —F(a) 


auszumitteln, und ist 

1) O(x) von =abis =D eine continuirliche Function von x, so 
bestehen die Gleichungen (5.) und (7.) ohne irgend eine Be- 
schränkung. 

2) Erleidet hingegen ®(x) für einen oder mehrere Werthe von x = u 
bis =D eine Unterbrechung in der Continuität, z. B. wird ® (ec) für 
den Werth z=c unendlich grols, so untersuche man das Product 

wD(e), 
wo w unendlich klein werdend vorausgesetzt wird. Dieses Product 
stellt sich zuerst unter der Form $ dar; allein setzt man c + w statt 


c und wird 
y Lim. wvO(c+w) = u 


gesetzt, so bestehen die Gleichungen (5.) und (7.), wenn a als un- 
endlich kleine Grölse sich darstellt. Ist hingegen « endlich oder gar 
unendlich grols werdend, so hört der Zusammenhang eines bestimm- 
ten Integrals mit einer Summe, wie solche durch die Gleichungen 
(5.) und (7.) ausgedrückt wird, gänzlich auf und die Gleichung 


[ Pa)de = Fi) —F(a) 


ist als ein Resultat der Analyse ohne irgend eine bis jetzt angeb- 
bare Bedeutung anzusehen. 


Zurich, den I, September 1837. 
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16. 


Sur quelques proprietes d’une eertaine elasse de 
fonetions transcendantes. 
(Par Mr. ©. J. Broch, Candidatus pbilosophiae a Cbhristiania.) 





Lies theoremes que je vais d@montrer dans le m&moire suivant sont ana- 
logues aux th&eor&mes que Villustre Abel a proposes dans le m&moire XV. 
du premier tome de ses ouvrages completes. Ils euoncent des propridtes 


n 


vVR 
dans le m&moire cite n’a trait@s que pour le cas ou n est Egal A 2. 


3%, 


Theoreme I. 


Soient fu(x),; fi(&)5 »++. fa-ı(x) des fonctions entieres de x, dont 
les coefficiens sont des variables independantes. Soient de plus R(x) et 
F‘(x) des fonctions entieres de x. Si l’on designe par €, 62 .... €, les di- 


verses valeurs de k vi et que l’on suppose 
1. Be) = eG) VER) + he) VER)... 
+ V RA) HH); 
2. ve) = Bil@).B.(@)....B,(®), 


& (x) devient une fonetion entiere de x. En la decomposant en facteurs 
de la forme z— x, on obtiendra 


© Yr) = Alc—a) (X —0)...» (2 — 2.) 
Or, en supposant: 


4. I) Tine I HE RI + Hhıte)V (Re) N 


remarquables des fonctions de la forme Be fonctions dont M. Abel 


et 























Zac) Konad +... ee) 
+3, (cos2? 2pr "op 3 =.(F, (x) f-(&) cos Ihe. )) 
Mo E, sin PP, (Ra) N 
— 2, sin X are|tang = I z | s 
| k; 5,cos Pf, (x) Y(Re’) ) 
v J 
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5. He) — Wales Hrn) ++ fu R@)") 
v(R)) ;(n-1) n-in-1 


+5, (cos 2?* 1088, 3, (f,@); 00-27) 























( r 
eo| _ 2p7 _B#rrrovaen) 
1 z, cos- Fk) Y(R(&)) 
’y 
d 
. Be, 
(2—.4) v(R (2)) 


et en designant par »z le coefficient de — dans le developpement d’une 


fonction queleonque x de x, je dis qu’on aura 


7. Me) + Ma) +... e,D&) = C+Fla) Ya) (= re 


Co q 





si n est un nombre pair, et 


8. coll, +6lle; uun,Be, = C+ F(a)%a) —» (2) 


X a 





sı n est impair. 


Toutes les valeurs de c, C&,.... c, dans l’expression de la fonction 
(x) doivent &tre diffErentes entre elles, tandis que les quantites c, 6... cC, 
dans le premier membre des @quations (7.) et (8.) seront determindes par 
des &quations particulieres, que nous presenterons dans la suite. 


Demonstration. Le second membre de l’equation (2,) est une 
fonction symeötrique des racines de l’&quation „"—B(x) =0; il est done 
une fonction rationelle des coefficiens de cette &quation, et consöquement 
(x) doit Etre une fonction entiere de x. En vertu de l’@quation (3.) 
les quantites &,, &2, X35 +++. x, seront des fonctions des variables ind&pen- 
dantes qui sont les coefficiens des diverses puissances de x dans /,(x), 
(2); :.+. (x). Soit x une quelconque de ces quantit&s, on aura 

9. va)= 
et en diflerentiant, on tire de la: 
10. dxy(e) = 


2 HERE) 5 VERY (RE) 
2, ET rn FE 








-+.. 
Ya) e,Y(R(w)) 





Ya) 
.. Ofıle )2, B,(«) +]: 


23 * 


| 
) 





’ 
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en designant par (x) la derivee de Y(x) par rapport ä x, et par la 
caracteristique d la differentiation relative aux seules variables independan- 
tes. En supposant, pour abreger: 

VER) _ 


11. 2, B,%) = (,(@); 





l’equation (10.) donne 
12. dzY'(x) 


= — [df.ı (0) CR) + fe) nn) + fl) Cl) + fa) Co l@)l. 
F'(x) 

ce — a) Y(Ra)) Ya) 

F (x) dx Ei 

e(e—a) Y(R()) 

an F (x) fu C,_,(x) + Ib- 23 71.2 FR WORERn df(&) vr. 
Ge a Br 271700) ev (Bl) ev (R(2)) 

Maintenant, pour que l’equation (9.) puisse avoir lieu, une des quantitds 


B,(x), B;(&), .... B,(x) doit Etre Egale a zero. Soit donc 
14. B,.(x) = 0, 





De lüa on tire, en multipliant par 


12. 























on trouve N 7 (R(x)P) 
F _Yyrd ac)P 

1 2 MÄR Fr ee 
Done 

16. (C, (2))" == R (x) (C,-ı (2))",; 
et 

ee 5 ee 

ey (R(x)) 


En substituant ces valeurs dans l’@quation (13.) on aura 
F (x) dx F‘(x) . 
18. n nr (x—a) Y'x Ofr-1(&) C,..(&) +...) C.,(&) +. vr. 
e(z—a)y (Rix)) NER ARE 
“o.®e +6f, (2) C,(x) +oöf, Zu Te R 
(x). 








Maintenant toutes les fonetions Ü,_, (x), C,_3(&), +... Ü,/x), 


Re) 
sont des fonetions entieres de x. En eflet C,_,.(&), Cur(X), ».»- u(z) 
sont les coefficients de Öf,_ı(&), Ifr_l&), «+. Ohlx) dans le second 
membre de l’@quation (12,), et on les tire de la differentiation de la 


fonetion entiere Y(x) par rapport aux variables independantes, et tous les 
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termes ou f,_,(x) parait dans /(x) ont toujours, comme on le voit dans 
l’&quation (2.), (x) pour coeflieient. Donc, en faisant pour abreger: 


19. A(x) = F'(x) | fr (2) + Ü,_;(x) BE; (X)... 
..t Ü,(x) of) + Hop x |, 


ou A(x) est une fonction entiere de x, on trouve 














20. Ford ___ MD) 
ex — A) YıR (z)) (v— a) y'x 
et en designant par ZX(x) la quamtite A rm; +... Ar: 
a RE ee 
ce (2 —A) V(R(x)) (e—a)Yy'x 


Mx)— la) 


— 


x—A 





Si maintenant on fait X\(x)=N, (x) —a) + (a), ou A, (x) = 


est une fonction entiere de x, l’equation (21.) donne 




















F' (x) dx MM x 1 
22, >> m = 2 47 — a) . —. 
c(@—a)y(R(x)) DL BE 
Mais r “ 
23. z @—a) VE = L(a) et 
4, = ee „N ) Ei (x) 
v@) Vo) "aaa 


(a) r . 
\ ‘ “ » » 7 
en remarquant que ® BIaNTE est toujours egal ü zero. L’&quation (22.) 





devient donc: 


2. I |, Me 


c@—a)/Rıa) 79 Way)’ 
et en integrant et remarquant que /» Ady= ofX dy: 


r 1 Fans; 1 AR Aa) 12) 
26. „Int Net.. +0 =0c4/ 300 = a)d(z) 

















Pour trouver la valeur de un a. il ya a remarquer que cette 
integrale a l’aide de l’&quation (19.) peut etre mise sous la forme suivante: 
\(a) | 
27. = 
Y(4) 





ft“ BRCL) ANGE LANG R) ANGE RR ROT) ACER aa) 
Y(a) ) 











32. 
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Maintenant la quantit@ entre les parentheses du second membre devant &tre 
integrable, on doit avoir 


 _ 2) 


Im) Ina)” 














en remarquant que 


C,_,(a) u 
29, Ra) = (_,(a) 


Or cela a lieu eflectivement, car on a 


) RRLLEAC) +r+1 gi 
30. Yla) RT aa Y(a)y (R(a)P )>, (5 )? ($ (a) 


n are 
— a) YR(aytt) 3, (5 


B’ (a) 
x Oh (a) \p+r+1 A 
1 rer) = 


dJonc 
































„fe (a)\ \ 0C,(a) (a) C,(a) \ IY(a) 
Y(a p+r+1 
Az @)_ KIERT ra) _ ren j Ofrla) _ Y(R (aptt) 2, (5 ) 
[+1 (@) v (a) B’ (a) 
et cela est une fonction symefrique par rapport a p et r. Le second 
membre de l'@quation (27.) est done integrable. Maintenant dans toutes 
Abi Di C.-3 (a) Be) - re j . 
les fonctions — 9 na ter ala)? il n’existe aucune partie qui 
ne contienne toutes les quantites fu(a), fi(@), M-ı(@) »...: om conclura 
done que ie 
7(a) 101, (@ 
33. —— = Fa) o-ı 07,(@) 
v(a) v (a) 
ou, en substituant la valeur de C,_,(a@) donnee par l’@quation und 
—] nn 
ıX(e v — AP')of,(a) F(a) 
34. Te (a [3° \ Kur = (a) 2,— = eB,( (4). 
wid 





(a e A c 
B,(@) v(R(a)) ' ” 
Sin est pair, Yyı a deux valeurs reelles +1 et —1, et 

j ; rs 2p . 2prn 
n——? valeurs imaginaires de la forme cos +y—1 sin —, en don- 


vant ü pP successivement toutes les valeurs entieres renfermees entre les 


limites 1 et zo Sı n est impair, Yy1 a une valeur reelle +1 et 


Br 2pa . pri 
n— 1 valeurs imagivaires de la forme cs — +y—1 sin - ‚„ en don- 
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nant ü p successivement toutes les valeurs entieres renfermedes entre les 
n—1 

2 
(a+ by) log +4/—N) + (a—byY—1)loge—dy—i) 
= alog( + d’) + bare (taug = <) 


C 





limites 1 et . En vertu de cela et en remarquant que 


on trouve aisement, si 22 est pair: 


i \[a) 
35. ER F(a)J(a), 
v(a) 


Kan, 
D(a) F'(a) 9 (a). 


Donc, en substituant cela dans l’@quation (26.) on a 


Hi 1 1 i I F (2) SI (x) 
BI: „Nat—Unt..— Oz, = UÜ+F(a)$(a) KREpN: (. Sa e) 
1 2 


x \z—u 


et si n est impair: 
36. 


\ 








si n est pair, et 


1 1 1 i ME N / ( | 
un € BR 6, Ia;-+.... C, Iz, = C+F(VF{a)—o (- we) N ) 
1 2 u 





ve—d 


. . [2 1 ” + 
sı 2 est Impair; ou parceque r est aussı une valeur de Yyl, en posant 
1 


c, au lieu de 





“ 
° 
'y 


f vw, \ 
an” /E{2) 2" 
0. alatallat na, = CHF o(F I 


Te (L 





si n est pair, et si 2 est impair 


271 75 F'z\ S’(») 
40. C Ix,+ ec; Ix2.+....elIx, as C+ Fa n( we r J 


—a | 
Les valeurs de &,, €, C35 »... €, dans le premier membre des “quations 
(39.) et (40.) seront determinees par les dquations: 


eı C, (1) un. v(R (2,)) C,-ı (2) 3 
41. cC,@) = Y(R(2.)) C,_,(2), 





n 
eu C, (X) == v(R(z,) IR (2,.)> 
que l’on tire aisement de l’equation (17.). | 
$. 2. 
En supposant plusieurs des quantites 2, 23, -... 7, «gales entre 
elles, par exemple z,=r;, on aura en vertu des Equations (41.): 
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42. 00,0) = V(R@)) Ce) = 5C,@), 


et cela donne, en supposant que C,(z,) et Y(R(x)) C,_,(©), ou, ce qui 
est la m&me ohose, C,(#) et R(x) C,_,(z) n’ont pas 2—xr, pour diviseur 
commun: 


On aura donc le theoreme suivant., 


Theoreme II, 
Etant donne V’equation 
43. Ya) = Aa — 2)" (2 —0)" (a E,)”t, 
ou les fonctions C,(2) et R(x)C,_,(z) m’ont pas de diviseur commun, 
on aurä 


44. om Is om 1+..c,m,UIx,=C+F(a) 3.7) 


C—dM 





sı n est pair, et 


45. m 10, + 0,m Ixr;-+...c,m,Ix, = C+F(a)Y(a)— o (Fr) 


Z—d 





si n est impair. 
6:8. 
Si l’on suppose F'(x) divisible par (@—.a), F(a) devient = 0. On 
aura donc, en mettant (2— a) Fx) ü la place de F'(x) le th&or&me que yoici: 
Theoreme III. 


Les choses etant supposees les m&@mes que dans le theoreme II., si 


l’on fait 4. Ie -[ ned ds 
V(R(@)) 
ou F(2) est une fonction entiere quelconque de x, on aura 
47. min, + 0m + ....cem.Ox, = C—»(F(r)%(e)) 
sı 2 est pair, et 
4. mix +omI1x,-+...c,m,Iz, = C—-a(F(2)5'(z)) 


sin est impair, 





$. 4. 
Si dans les formules (44.) et (45.) on suppose le degr& de F(x) 
moindre que celui de Y(R(x)), on aura 


R (Te) EV F(x)$'(x) Bun 








—6G T—d 


On aura donc: 
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Theoreme IV, 
Les choses &tant supposdes les mömes que dans le th@ordme (2.), 
si le degr@ de (F'(x))” est moindre que celui de R(x), on aura 
49. am Mn, +com.lIxe;-+ ....c,m,IIx, = C+F(a)$(a) 
si n est pair, et 
50. min +eomMr-+ ...c,m,Ix, = C+F(a)}' (a) 


si 2 est impair, 


8 
Si dans le theor&me pr&c&dent on suppose F(x) divisible par x— a, 
on aura F(a)=0, et en mettant (r—.a«) F'x) au lieu de F (x), on aura 
le theor&me suivant 
Theoreme V. 
Les choses Etant supposdes les mömes que dans le theordme (2.), 
si l’on fait 
51. Ie= f Handz, 
(Ra) 
ou le degre de F(x)" augmente de n unitds est moindre que celui de R (x), 
on aurä 





52 mis +omlixr-+....cmIOx, = (C. 


$. 6. 


En differentiant les &quations (44.) et (45.) k—1 fois de suite par 
rapport ü a, on aura le theoreme suivant. 


Theoreme VI. 


F(x) dx 
53. Ile) = - 
ya v(R(x)) 


les autres choses etant supposees les m&mes que dans le theoreme (2.), 
on aura 


Faisaut 





4. a mUn+comIn,+ ....c,m,Ir, 


1 d(F(a)%(a) __(F@) £ (@) 
Ir CH da‘! .( (2 — a)‘ 








sin est pair, et 
Crelle’s Journal d. M. Bd XX. Hft. 2. 24 
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5 cm Im, +0m 1,4 ....c,m,Tl,x, | 


7 


I d’=1(F(a)Y' (a) (ER) 





Ri da‘ 


sin est impair. I’%k designe comme de contienne le produit 1.2.3....(k—1). 








(2 — a)‘ 


6: 


Soit ‘5(x) une fonction rationelle quelconque de x, on peut tou- 
jours faire 








. %(&) 
56. az x) = F‘: + eh. 4 ad #, .e) 


— di) (2 — a,)' (2 —a,)r? 
Fa). Pt)... 8, he designent des fonctions enticres de x. On 
aura donc en vertu des theoremes III. et VI. le tbeorcme qui suit. 


Theoreme VII. 


Faisant 





Rır) 
57. llxr = Ö re “ 


5 (a) etant determine par l’Equation (56.), on aura 
3 ma, tom ....c,m,lIr, = 
’ 1 dH-ı(F all F,, ( 
Ct ee, 7 Fee 
ı 











da el er dar u 
+ 1 d’—'(F(a,)$(a,)) 
.... Fr, da” u 


si 22 est pair, et 
59. a m,Ia+omMIr,-+ ....c,m, nr, se 


. — l d’' m. (F .d (@,): s I(a,)) \ ud - UF, (A, )I (a) 
a Hl ) enge u 
( (i IE )I [ar + T k, da‘ 1-1 + Tıh, da —+t ... 


I dy=ı(F\,(a,)$'(a,)) 
ige er 











da’ 
[3 * [2 v 
sın est impair, 


8. 


En considerant un certain nombre 2 des quantites 2, 2, «:.. 2 
comme variables indetermindes, les coeflicients de x dans les fone- 


tions (X), fi), »»+» f(x) seront des fonctions de celles-ci et deter- 
minees par m des Equations (41.). Le plus grand nombre des variables 
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independantes est done Egal au nombre des coefliciens de x dans f(x), 
(ls +». * + Aı(a@), et la somme d’un nombre queleonque de fonctions 
de la forme (57.) sera dene r@duite A l’aide des &quations (58.) et (59.) 
ä un nombre determine v de fonctions de la möme forme, suivie d’une ex- 
pression algebrique, logarithmique ou eirculaire. Pour trouver ce nombre v, 
soit le degre de R(x)=p, et de f,-ı(x) = r: la moindre valeur de % 
est evidement = nr-+-(n—1)p. On trouvera done en ayant Egard ü la 
forme de la foncetion v(x): 


Le degr@ de f-1(&) m ® . ” . . fr . . . . r; 





. . r 
Le desre de f,_,(x) Egal au nombre entier que contient r + —; 
n 


9 
f4 * . Fi > 
Le degre de f,_,(x) Egal au nombre entier que contient r-+- —; 


(n —?) p 





Le degre de f(x) egal au nombre entier que contient r+ ; 
n 


‚ ‚ . r —|) 
Le degre de f(x) egal au nombre entier que contient r+ Je ib, 


Donc le nombre des coefficiens est Egal a Ja somme de nr+-n—1 et des 


. [ - 2 > n—?) n a. 1) I 
nombres entiers que contiennent les fractions 7, —P,.... , C E; 
n n n n 


en remarquant qu’en vertu de la forme des @quations (41.) un des coef- 
ficiens doit @tre arbitraire. En retranchant ce nombre de ar+ (n—1)p, 
on trouvera v. On a donc le theor&me suivant, 


Theoreme VIII. 


i la) d: ’ i ) 
Soit IIx = $ hun ‚„ ou (x) est une fonction rationelle quel- 


v(R(x)) 
conque de x, et R/{x) une fonction entiere du degre p: la somme d’un 
nombre quelconque de fonctions de cette forme sera toujours reductible A 





une expression algebrique, logarithmique ou cireulaire, et ü un nombre y 
de fonctions de la m&@me forme. Ce nombre v est Egal ü la dillErence 
entre (n—1)(p—1) et la somme des nombres entiers que contiennent les 


. 2 (n fl) “ * “ 
fractions iM. ni .... Pndtinin A Sı Xı> Xo3 .o0.. Km sont les varıables 1IN- 


n n n 
dependantes, les variables dans les v fonctions de la forme (57.) sont les 








“ , a i 
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EN 


racines de l’equation: 





vix) an 


60. A—x) 2 — x)... x.) Ai 


% 9 


Sı plusieurs des quantitds 2, Xyy oe. . & sont Egales entre elles, 
m des &quations (41.) ne suffisent pas pour determiner les coefficiens des 
fonctions fi(&), fi(&)> +++ fa-ı(X). Dans ce cas, en faisant pour abreger 


6. et, —y(Rla)) Gl) = oe), 
et en suppopantt sen = =...=r,, on aura les Equations: 
62. ea)=0, € a)=0, e(R)=0, .... o'"!(x,) =(, 


Christiania en Norvegue le 1 Aout 1839. 
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17. 
Memoire 
sur differens procedes d’integration, par lesquels on 
obtient l’attraction d’un ellipsoide homogene dont les 


{rois axes sont inegaux, sur un point exterieur. 
(Par Mr. J. Plana a Turin. ) 





Lieoistoire des principales recherches des geometres sur ce probleme ce- 
lebre est trop connue aujourd’hui pour qu’il soit necessaire de la rappeler 
ic. Les discussions qui se sont @levees dernierement dans le sein de 
l’Academie des sciences de Paris, ont möme contribue ü la rendre plus 
lumineuse par des rapprochements nouveaux. Ainsi, je suppose ü mon 
lecteur la connaissance des &erits anterieurs sur ce sujet, et je livre ü son 
jugement celui que je lui presente, 

Probablement, pour tous ceux qui sont au fait de ces nombreux 
eerits, il doit paraitre superflu, au premier coup d’oeil, de publier, en ce 
moment, un aussi long Me&moire sur la m&me matiere. Effectivement, je 
ne l’avois d’abord redige, en grande partie, que pour ma propre instruc- 
tion, apres la lecture du savant M&moire publie par M. Poisson dans le 
XI”: volume de l’Academie des Sciences de Paris, Mais, mes idees 
ont change, lorsque, par une meditation suivie, mon travail m’a paru 
avoir acquis un plus grand degr& d’importance par la nouveaute des moyens 
que jai employ@s, soit pour retrouver les resultats connus, soit pour les 
eclairer mutuellement. 

Cest dans le corps m&me de ce M&moire, que l’on trouvera les 
röflexions nouvelles que jai cru convenable de faire sur les differentes 
formules auxquelles je me voyais conduit par mon analyse. Je m’abstiens 
de les concentrer daus ce preambule, parceque leur maniere d’ötre est 
inherente au langage algebrique. Les quatre paragraphes dont ce M£- 
moire est compose, constituent, ä certains egards, quatre. M&moires qu’on 
pourrait s&parer: mais, en les r&unissant ils se prötent un secours mutuel, 
sans qu’aucune partie de Pensemble de ces recherches devienne etrangere 
au but principal, declar@ par le titre du Me&moire. 


Greile’s Journal d. M. Bd, XX. Hifi. 3. 25 
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On verra dans le quatrieme paragraphe quelle est mon opinion et 
ma maniere de considerer la solution donnee par Legendre en 1788. 
C'est un chef-d’oeuvre d’analyse; si par le mot analyse, on veut bien 
entendre une suite de transformations des formules primitives dans les- 
quelles le raisonnement est en partie remplace par le mecanisme du cal- 
cul. Abstraction faite de la longueur des calculs c’est, äd mon avis, la so- 
lution la plus direete qu’on ait donne de ce probleme jusqu’ü ce jour, 

En eflet; tout bien considere, il me semble qu’en pareil cas, on 
doit entendre par solution directe, celle ou l’on somme les attractions des 
el&mens prismatiques de la masse, paralleles aux axes; ou bien, celle ou 
l’on somme les attractions des @lömens de la masse, form&s par de petites 
pyramides tronquees qui convergent vers le point attird. Car ces attrac- 
tions el&mentaires sont les seules qui peuvent &tre d’abord exprimdes sans 
le signe integral, apres une sommation fort simple, operde sur des ele- 
mens, dont les trois dimensions sont infiniment petites. 

Si l’attraction des courbes elliptiques semblables a aussi la propriete 
de pouvoir ötre exprimee independamment du signe integral, il faut avouer 
que ce n’est point lä le cas d’une decomposition primordiale et feconde, 
comme celle des @lemens prismatiques ou pyramidaux, puisqu’elle exige 
deux integrations. Et si elle a eu un succes complet dans la question 
actuelle, cela tient ü des combinaisons heureuses qui, probablement, n’au- 
raient pas dte saisies, apres avoir concue l'idee d’une telle decomposition, 
ä une epoque ou la veritable solution et les varietes de sa forme &taient 
ignordes ou faiblement supgonnees. Pour justifier cette derniere phrase, 
il me suffira de faire observer, que D’Alembert avait des doutes sur la 
proposition de Maclaurin, möme en la bornant au cas particulier pour 
lequel il lavait Enoncde, sans demonstration, dans Vaart. 653 de son Traite 
des fluxions. Il est vrai que ces doutes ont «te bientöt dissipes par 
D’ Alembert lui-mäme; mais ils attestent une manicre de voir fort eloignee 
de celle de nos jours *). Le passage de la page 171 du Tome VII. de 
ses opuscules, oü D’Alembert semble admettre la possibilit@ d’exclure de 


ce probleme les transcendantes elliptiques en oflre une preuve non moins 
remarquable. 





*) Voyez la page 242 du Tome VI. et la page103 da Tome VII. de ses opuscules. 
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Ainsi que Mr. Poisson l’a declar& lui-möme, sa solution, par la 
decomposition de lellipsoide en couches elliptiques semblables, n’exige 
aucun principe nouveau d’analyse; et ä cet egard elle pouvait &tre trouvee 
par Lugrange en 1773, lorsqu’il a compose son premier M&moire sur ce 
sujet. Pour appuyer une telle opinion, on pourrait ajouter, que Lagrunge, 
ü cette Epoque, avait pos€ lui-meme la base d’un prineipe general pour 
operer le changement des variables soumises aux integrales doubles ou 
triples. Mais, malheureusement, l’esprit humain ne sait pas toujours plier 
le cas general au cas particulier quil eontemple. D’ailleurs, malgre la 
generalit& de cette transformation de Lagranye, elle ne saurait comprendre 
celle employ&de par Mr. Poisson, qui revient ä transformer une integrale 
double en une integrale triple, ü l’aide du principe de Leibnitz pour dif- 
ferentier les fonctions soumises au signe integral. Suivant ce principe, si 
x est un parametre, et x, y sont deux variables, on a 


JF@y,dz = far [Erd ar = far fe Ford q,, 


/]F@,y,k)dxdy — fan fay für EIN 


de sorte qu’on doit regarder cette ERERRENIRL comme capable d’augmen- 
[4 ’ . [4 . . . » 
ter, en general, la difheulte: mais, dans ce cas particulier, elle a l’avan- 


tage de rendre possible la double integrale Jay S-= (a; tel de, et de 














presenter le resultat sous la forme la plus lumineuse pour le but qu'on 
a en vue. 

Tel est le veritable motif du succ&s de cette methode. Et si l’idee 
de la decomposition par couches elliptiques semblables, veut &tre qualifide 
aujourd’hui comme simple et presque spontande, je ne sais si cela est 
permis en posant bien les difficultes d’execution quelle presente «a priori. 
Pour les surmonter, voici, si je ne me trompe, l’origine de V’artifice em- 
ploye, L’idee d’appliquer a lattraction de l’ellipsoide les formules relati- 
ves ü la transformation des coordonnees est assez naturelle, et on voit 
qu’elle s’est presentee a Layrange en finissant son M&moire*), A la ve- 
rite c’etoit pour un but peu ou point efficace pour faciliter les integra- 
tions: mais lidee etoit em elle m&me originale, et on peut conjecturer, 
que c’est en conservant le principe et en variant le but, que Mr, Poisson 





*) WVoyez page 146 du Vol, de l’Academie de Berlin pour l’aunee 1773. 
25 * 
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a puise dans cette conception le moyen de faire disparaitre les trois rec- 
tangles qui rendent fort compliqu&e la forme primitive de la differentielle 
qu’on doit integrer pour avoir l’attraction de la couche elliptique. 
L’attraotion des couches coniques considerees par Legendre a aussi 
la propriete de pouyoir &tre exprimde sans le signe integral: mais o’est 
encore lü une consdquence &loignde qu’on tire de la sommation des attrac- 
tions dues aux petites pyramides tronquees. Si la forme la plus simple 
dont lattraction de la couche conique est susceptible se trouve conclue 
dans le M&moire de Legendre, par un retour sur la m&me integrale double 
dont on a dejü efleotue une des deux integrations, cela n’empäche pas de 
regarder sa solution connue directe, puisque la conclusion est tirde, sans 
l’emploi des series, d’une propriete qu'il a su mettre en @vidence dans le 
r&sultat tres compliqu& de son integration. Au reste, soit pour les cour- 
bes elliptiques, soit pour les courbes coniques, la difficulte consiste ä ex- 
primer leur attraction sous la forme la plus convenable pour tirer du re- 
sultat le theoreme de Maclaurin, dans le cas general. A cet Egard, la 
solution de Legendre et celle de Mr. Poisson ne laissent rien ü desirer. 
En comparant ces methodes d’integration a bien d’autres qu’on pourrait 
imaginer, On saura mieux apprecier les avantages qui leur sont inherens. 
Alors on sent, que dans ce probleme, il ne suffit pas d’ex&cuter une des 
deux integrations; mais qu’il faut en outre savoir choisir, non seulement 
les variables, mais encore le proced& de lintegration. C'est par ce choix 
qu’on peut ü la fois, lire dans la forme m&me du re@sultat le theoreme de 
Maclaurin, et avoir son expression de maniere qu’il soit immediatement 
r&ductible aux transcendentes elliptiques de premiere et de seconde espece. 
Des qu’on renonce au principe des points correspondans consideres 
par M. Ivory, les difhcult&s inherentes au probleme dont il est ici question, 
naissent de la eirconstance quwil est implicitement inseparable de deux 
autres probl&emes dont la solution devrait pr@eceder. Mais un tel ordre est 
rarement celui que suit Pesprit humain. Il faut une &tude approfondie 
du sujet dans son ensemble, comme dans ses details, pour le reduire ä 
plusieurs autres questions, chacune susceptible d’une solution plus facile, 
Maintenant, l’ordre suivant lequel on doit proceder dans cette recherche 
me parait bien determine, et c’est en m’y conformant, que j’ai d’abord 
expos€e dans les deux premiers paragraphes la solution des deux questions 
auxiliaires auxquelles la question prineipale est intimmement lice, J’ai pense, 
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qu’un tel ordre dans l’exposition etait le seul capable de faire sentir les 
motifs des calculs qui se succ@dent. 

Je ne puis, au reste, partager les opinions de ceux qui regardent 
le probl&me de Pattraction de l’ellipsoide comme un de ceux destinds ä 
stablir la superiorit@ de la synthese sur analyse. Cela n’est peut-ötre ja- 
mais vrai, si on veut bien songer ä la fois au mode de la solution et 
ä Pexpression des inconnues en langage algebrique. Mr. Liouville, un 
des plus grand geometres de notre Epoque, vient d’en fournir un nouvel 
exemple frappant, en demontrant par l’analyse des formules decouvertes 
par Mr. Poisson par des idees synthetiques, et qu'il croyait fort difficiles 
a etablir d’apres des consideration de pure analyse *). Toutefois jjadmets 
sans difficult@, que les solutions analytiques ont souvent besoins d’ötre 
elabordes et ameliorees. Il me semble, que j’offre dans ce M&moire 
l’exemple de quelques unes des ame&liorations qu’on pouvait desirer dans 
les solutions analytiques du probleme que j'y traite. Le lecteur capable 
et impartial, jugera jusqu’a quel point j'ai rempli cette täche. 





$. 1. 

Analyse de l’equation du 3'%"° degre, propre a determiner la surface d’un ellipsoide, 
assujetlie a passer par un point exterieur ä la surface d’un autre ellipsoide donne; 
les sections principales des deux ellipsoides etant decrites des m&mes foyeırs. 

1. Soit O le point exterieur attird, en raison inverse du carre 
de la distance, par chacun des el&mens differentiels de la masse de l’el- 
lipsoide: placons dans ce point l’origine des coordonnees rectangulaires, 
et designons par x, y, 5 celles d’un point quelconque de sa masse. La 
direction des axes qui passent par le point O etant arbitraire, nous la 
supposerons telle qu’ils soient paralleles aux trois axes principaux de l’el- 
lipsoide donn£. 

Ainsi, en nommaut @,, d,, c, les demi-longueurs de ces axes, et 
d, b, c les coordonnees du centre de l’ellipsoide, on pourra representer 
l’Cquation de sa surface par Ä 

2 
1. > + (b 


—Y): . (cz): _ 
b} ” rn anal, 








*) Voyez le No. 2, des Comptes-Rendus. Seance du 9 Juillet 1838. page 85. 
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L'equation de la surface d’un autre ellipsoide assujetti A passer par le 
meme point Q, sera 


— I c— 
* yet =1; 
et comme elie doit &tre Be en y 2 sel, y=(0, :2=0, 
on aura 
a? b? c? 
vr + B® + > 1. 
ı ı 
Il est Evident qu'il y aura une infinit€ d’ellipsoides, soumis ä cette 
seule condition: mais si l'on ajoute, que les excentricitds des trois sections 
principales doivent &tre respectivement les m&mes que celles du premier 
ellipsoide, il faudra qu’on ait les &quations 
4, =4-B; W—-1=4—-0; b—-i=B—C, 
lesquelles donnent 


B=A—(Ü—b)),, G=A—(a—c) 


1 
De lü je conclus, . determinant A? par l’Equation 


p2 ce? 
. rate 








preis, 


on aura 
(e—:)? 


(a— x)? (b—y)? u 
3. ll U De 1, 








pour l’equation de la surface d’un ellipsoide qui passe par le point attire 
et qui ait les mömes excentricites que Vellipsoide donne. 

Au lieu de l’equation (2.) on aurait une €quation fort simple du 
premier degr&, si on voulait seulement que le second ellipsoide füt sem- 
blable ä lellipsoide donne, Fe on aurait 

Aa eBa, MO, 
et par consequent 
4= +) He). 
Ainsi ce cas ne presente aucune difficulte. Revenons donc au precedent, 
et faisons 


4’=a +9»; B’=b’-+o; Ü=c’+.. 
Alors, les &quations qui determinent la surface du second ellipsoide, sont 


c? 
em 1, 


a? b? 
4. ste ta ton 
Bu. + + = 1. 


ats 
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L’“quation (2.) a sur P’equation (4.) Tavantage de faire voir, d’un 
coup d’oeil, que A? est une fonction des cing quantitds a’, 5, c’, a —b,, 
a’—c?, laquelle aura ndcessairement la m&me valeur (les coordonndes 
a, b, c demeurant les m&mes) pour tous les ellipsoides decrites des m£- 


mes foyers que Vellipsoide donne. 

2. L’equation (4.) &tant du troisieme degr& par rapport ü », il 
est intöressant de savoir a priori, si elle admet deux racines imaginaires. 
Soit, s’il est possible, »=p+gy—1; il viendra en substituant, 


a? fe tm —gV —U b? Be a 2 Ve «u IM 
(+p)?+gq° (tr)? +g? (d+p)?9° 


Donc en Egalaut ü zero le coeflicient de Y—1, on aura 


|= 0. 








o? b? c? 
? I Fr te or F+ u (d+p)?+g? 
Or, il est manifeste, qu’en prenant pour p et g des quantitds reelles il 
est impossible de satisfaire ä cette equation autrement qu’en faisant = 0; 


ce qui donne 











o = p = une quanlıle reelle. 
La forme m&me de l’&quation (4.) suffit pour demontrer, que ® doit avoir 
une valeur positive. Car, en posant #=0, le premier membre devient 
plus grand que Punite, puisque la condition propre ä exprimer, que le 
point attir® est exterieur a lellipsoide est precisement 


a? b? c? 
a® r (71 + c*® >1; 
et en faisant »= x, le m&me premier membre devient nul. Done il y 
aura, entre les limites »=0, © =x, une quantite positive capable de 
rendre le premier membre de l’quation (4.) egal ü l’unite. 
Pour exelure la possibilit@ de deur racines positives dans la möme 


equation observons, qu’en nommant ®’ une seconde valeur positive de ®, 
on aurait aussi 











eu 1; 


ar p? c? 
te rate rare 
de sorte qu’en Egalant ces deux expressions differentes de l'unite, on a 
a? b? BY; 
use ie Tate train 
ı ı 1 


De la on tire, en supprimant le facteur commun #’ —»': 


6. 0= 


2 


a + b? > c? 
"ts Tate Tore 


2 b? 2 











Feat terre terre 
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c’est-i-dire une Equation evidemment impossible, si en effet chacune des 
deux racines » et »’ &toit positive, Cette consequence et la precedente 
demontrent que l’Equation (4.) a deux racines nögatives et une positive. 
C'est aussi ce qu’on peut faire voir ü l’aide des prineipes ordinaires. 
En faisant disparaitre les d@nominateurs, l’&quation (4.) devient 
1. (+0) +0) +8 la +0) +0)+ (ai -+o)(b? 40) 
= (a +5)(d! +2)(e! +0), 

ou bien, en developpant les produits indiques, 
8. = tra rt Hr — "—W— ee) 

+rla dere re) — late) —c (ai +Pi)] 

ab — abi bad —dar. 
Le dernier terme de cette @equation est necessairement negatif: car, en le 
divisant par aldict, on a le quotient 


1 a? »? c? 
ve Mae A 
a; bi c, 


qui est negatif, conformement ü linegalite etablie plus haut. L’equa- 
tion (8.) a, par cons@equent, une racine positive au moins, Pour demon- 
trer quelle a deux racines negatives il suffit ici de prouver, suivant la 
regle de Descartes, que les coefficients de »’ et = sont de m@me signe, 
ou que le premier est positif et le second negatif. Soit, pour plus de 
simplicite 

M=«+b ce — «—W—ec; 

N= alt +ai+ta— ai HN +r)— ea +B), 
De lä on tire 

M&+O)—N = +8 +c+b@—)+e(a—c), 

Donc en disposant les quantites a@,, d,, c, de maniere qu'’on ait a, >b, 
a,> c,, le second membre de cette @quation sera necessairement positif: 
ce qui serait impossible en supposant 


M = neyatif; N = positif. 
Les seules formes admisibles de l’@quation du 3" degre en » sont, par 
consequent, 
o®— Ad” —Bos—C= 0; = +Ao”+-Bo—C = 0; 
+4 —Bos—C =(. 
Or, etant demontre, que les trois racines sont reelles, chacune de ces 
equations doit avoir une racine positive et deux racines negatives, 
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Cela pose, si P’on £crit 
0= "MH" +HNG—C 


f2 » — M . 
au lieu de l’equation (8.) en faisant » = ——, la transformee en #% sera 


2 —(3M—9N)2=— (7C+9MN—2M) = 0, 


et ses trois racines seront donnedes par les formules suivantes: 
27CH9MN—2M® | 





3 — 3 

0033 ® 2m_3N) 
z# = +2 /(M—3N)cos®; 
fu) v M—3N) cos (60’—®); 


—2y  M’—3N) c0s(60°+®). 

De la on tire la cons@quence, que la valeur positive de » sera toujours 
comprises entre zero et la quantit@ 3y(M’—3N)—4M. A l’egard des 
deux racines negatives, voici comment on peut en fixer des limites dont 
l’expression est beaucoup plus simple. 














En designant par —»', —»” les deux racines ndgatives qui satis- 
font a l’&quation (4,), on aura 
a? h? c? 
a? — mw’ TpIy 2a I, 
a? b? o? 
—metrcmtreg et. 


Or, on concgoit que ces deux @quations ne peuvent s’accorder avec l’inegalite 
a? b? c? 
ner er Mc 
sans admettre a la fois: 1°. que les deux quantites w’, »’‘ surpassent en 
grandeur la plus petite des trois quantites a}, db}, c; c’est-ä-dire ce}: 
2°, qwelles demeurent joferieures üä la plus grande «} de ces trois quan- 
tites. Alnsi, on ne peut faire que deux hypotheses; la premiere que o’ 
et »’’ soient comprises entre c) et b? ou entre b} et a’: la seconde, que 
la plus grande des deux se trouve comprise entre b} et a). La premiere 
de ces deux hypotheses est inadmissible: en effet, si on retranche l’une de 


BE gs / 


l’autre les deux &quations precedentes, en supposant » > »‘, on aura 


\.— u d—m Dal bio a — di WI —d 


c’est-ä-dire une “quation impossible, puisqu’elle serait composce de trois 











parties positives. 


Crele’s Journal d. M. Bd. XX. Hit. 3. 26 
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On demontre de la m&me maniere qu’on ne saurait regarder &’ et 
»" comme comprises entre 5b? et a’. Ainsi, il faut nÖcessairement accor- 
der, que la plus grande ©’ des deux «quantites en question est comprise 
entre db} et ai, et que la plus petite ©’ est comprise entre c? et b?. 
Cela pos6, il est clair que Pintroduction des racines negatives — a, — m” 
Jans l’&quation (5.) donnera deux hyperboloides distincts; un ä une seule 
nappe, et lautre ü deuwe nappes qui passeront, aussi bien que Pellipsoide, 
par le point attire, tout en ayant les mömes excentrieites que lellipscide 
donne. On voit par lä qu’ü laide de cette remarque, on peut donner 


une interpretation tout-i-fait geometrique ä chacune des trois racines de 
l’&quation du 3" degre en ©. 


3. Pour adapter les formules prec&dentes au cas des ellipsoides 
semblables au premier, nous y ferons 


> 





m — a n—-- 
a ,® ) u c? ’ 
et, pour plus de symetrie, nous poserons «} = Äk. Alors, en multipliant 
par a? les deux membres des @quations (1.), (4.), (5.) et posant 
os _.0 
er ee 


L 
il viendra 


9. (a—K"tmb—yY)ınlc—z) = k; 
a? mb? nc? ii; 
aha: ©: 3 Zi 3. 5 Htcali ; SZ Dieege 


— r)? m(b—yı? n(c— z)? 
nn. SRKEHg ua 
1-+v 1-4 mv 1+nv 
4 ” * . . A .,7 (4 
Avant d’aller plus loin, il importe de faire connaltre une propriete 
x » . ’ 7 . 
remarquable du plan tangent a la surface exprimee par l’equation (11.), 
men par le point attird, c’est-ä-dire par l’origine des coordonnees. Cette 
equation donne 

















U re (a— x) (l+nv\, 
Pr. IT irn n(c—z) fen ); 
ds! „ se __ m(b—y) I+nv 

dYy A n(c—:) ch 


Donc, en faisaut e=0, y=0, z=0, on aura 


12. +2. (>) +y-27 (>) - 








pour l’&quation de ce plan tangent. En y substituant pour v ses trois va- 
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leurs r&elles on formera les &quations des trois plans fangens aux frois 
surfaces du second degre qui passent par le point attire. Or, il est facile 
de d&montrer, que ces trois plans sont rectangulaires. En elfet; soit v’ 
une seconde valeur de v, les deux plans fournis par l'@quation (12.) en 
y remplagant v par v’ se couperont ü angle droit, si on a l’&quation 


MEREPBE TEST VETESRNEEN 








ou bien 
13, 0 


a? m? b? n?c? 


AF)aHr) Term) Emv) t Arms dRn" 


Or, cette @quation est eflectivement vraie, puisqu’en y faisant y = 


( 











oJ 


8 
a, 


o’ ‘. . . . . 
= elle coincide avec l’&quation (6.) qui lie deux quelconques des 
ı 


trois racines de l’Equation en @. 


En consid£rant la normale au plan exprim® par l’&quation (12.), 
menie par l’origine des coordonnees, et nommant e, f, 9 les cosinus des 
angles qu’elle forme avec les axes des x, y, z, on a: 

ran: Perla, Ver 
+P?+4?) vVi+p’+g)’ VA+p?+q)’ 
ce qui revient ü dire, qu’en posant pour plus de simplicite 
14. G=altm Am’ Hm AHA Helm)", 


nous avVons 











Er a(l+-mv)(1+n») 
= o : 
a f= urniten, 


__  ac(l+»)(1-+m») 
N y O0 “ 











En designant par e’, fi, 95; e'', f‘, 9°‘ ce que deviennent ces formules 


lorsqu’on y remplace y d’abord par y' et ensuite par y’, on aura l’expres- 
sion des neuf cosinus qui determinent la position des trois normales qui 
se coupent ü angle droit a l’origine des coordonnees. Donc, en conside- 
rant ces trois normales comme trois nouveaux .axes qui ont la m@me ori- 
gine que les premiers, on pourra appliquer ü ces neuf cosinus toutes les 
equations par lesquelles is sont lies, conformement ä la theorie connue 
de la transformation des coordonnees dans l'espace, 


26 * 
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4. L’etude de l’&quation (4.) presente une autre propridts geome- 
trique que je vais exposer. En plagant l’origine des coordonndes au centre 
de Veellipsoide, et determinant un point de l’espace par les coordonndes 
a', b’, c‘' telles qu’on ait 


EN. PER , > I: 66, 
ad — b _—— nn 9 ur 


A,’ B, er Pi 
ce point sera plac@ sur la surface de lellipsoide donn‘, En eflet, ces trois 
equations donnent en vertu de l’equation (4.) 
a’? ah c’? 
rat n. 


2 
C 








Les points dont les coordonnees sont a, db, cz a’, b’, c' sont les deux 
points nomme&s correspondans par Mr. Ivory. La propriete geometrique 
dont j’entends parler est relative aux rayons-vecteurs tirds de chacun de 
ces deux points a la surface des deux ellipsoides concentriques. 
quoi elle consiste. Puisque, d’apres l’equation (4.), on a 

a? br. ec” Bu ++ —o, 
et qu’en comptant les coordonnees depuis le centre de Pellipsoide, on a 
oo? y? ER 
rratramdı 


2 
a, 


Voiei en 








on peut Ecrire 
2 ‚2 -?2 
a tb" Le? «++ —o (= - rn 5). 
i 1 ı 


En ajoutant dans le second membre la quantite nulle (=’+y’+2°)— (x’+y’+7?), 
on aura 


a” +bÜ te” tr (142) +r’(i47) +#(142) 
= +’ + +x’+y’+3. 


Donc en faisant 


-=a/(1+2), Y=yylırz), = :Y(1+2), 
nous aurons 
a” b" ce" He" + y?+ 2” aan ++ +2’+y’+2% 
Mais les @quations 
dc=ars, Yyady, de=cz 


I 








donnent 
PR. RL. y'ı y} x’? z? 
— PER u] Sun Ena © dungen Z mn © 
Au AG ee A Mei. 


partant on a 
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ee qui revient a dire, que le point dont les coordonnees sont x’, y’, »’ 
»q 1.28, 


est sur la surface du second ellipsoide: c’est le point correspondant ä celui 
qui se trouve place sur la surface de lellipsoide donne, et qui est deter=- 
mine par les coordonnees x, y, =. 

Ces mömes &quations donnent 

ar br + ce” tr” + ra’ +Hl'y’ cz) 
= +’ +++’ +" —Yac+by-+c2); 
ou bien 
Vl@— + by +e—2)) = Vla—a+I-y? +2). 
Il est evident que, par les m@mes raisons on a 
(at HN +2) = Ylatz? ++). 
C'est en vertu de l’Egalit&@ de ces rayons-vecteurs, qu’on peut, par la seule 
consideration des @el&mens de l’integrale, ramener immediatement lattrac- 
tion sur un point exterieur au premier ellipsoide A l’attraction sur un point 
interieur du second ellipsoide. Sur cela on peut voir le premier Volume 
des Fontions elliptiques de Legendre (pages 541 — 544). 

Au reste, il est plus naturel de conjecturer, que la decouverte des 
points correspondans a £te faite par le simple rapprochement des formules 
posees dans les pages Il et 21 du second volume de la Mecanique celeste. 
En eflet, si ’on nomme a‘, b’, c’ les coordonndes d’un point plac& dans 
l’interieur de la masse M’ du second ellipsoide, et X, Y’, Z’ les com- 
posantes de son attraction sur ce point, les formules de la page 11 donnent 

Sa’ 7n, r 3b'!M (d.AF 8c’M’ (d.)’F 

Eee 2 vr ; 2= Kr (7 )- 
Donc, les formules de la page 21 reviennent ä dire, qu’en nommant 
X, Y, Z les composantes de lattraction du premier ellipsoide sur le point 
exterieur, on a 











a1, M a ,, ar M b , MM. oe: 
X M‘' A; Y= 77%: Y’; 4= wo. #. 
Il suit de lä qu’en faisänt 
a A, b B, c C, 
em sel, =, 
a a, b 1 c c, 


on aura 





Xen al- a,b, 0 - Ayxı drer gr, 


Ma Bea B,C, 
Actuellement, si, en mise les coordonnees. orthogonales, on rem- 
place X et X’ par leurs expressions primitives aflectdes du triple signe 
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integral, on verra aussitöt, apres avoir effectu& une des troia integrations, 
que cette Egalit@ peut Ötre etablie a prior: par la consideration des points 
correspondans. La decouverte de Mr. Ivory etant ainsi presentde, on 
concoit quelle ne pouvait repandre aucune lumiere sur Pintdgration quiil 
fallait ex&cuter, et quil faut la considerer comme un moyen tres- Elegant 
d’eluder la diffieult@ qu’offre le probleme de Yattraction de Vellipsoide sur 
un point ext@rieur. 

Avant Mr. Ivory on comparait les attractions des deux m&mes el- 
lipsoides sur le möme point, en le considerant d’abord comme exterieur 
a lellipsoide donne, et ensuite comme plac& sur la surface du second; ce 
qui revenait ü faire immediatement « =a, d’=b, c'=c. Alors, le rap- 
prochement des formules posces dans les pages 11 et 2] que je viens de 
eiter, donne 


My, in Mer 


Et de lä on ne pouvait rien conclure sur le rapport des attractions exer- 
c@es par les el&mens prismatiques. Mr. Ivory, en comparant Vattraction 
de lellipsoide donne sur le point qui lui est exterieur a celle que le se- 
cond ellipsoide exerce sur un point qui lui est int£rieur a pu decouvrir le 
rapport 


X = 


Eu Site 
x n30 
qui subsiste pour les attractions totales aussi bien que pour les attractions 
el&mentaires. La difficulte d’imaginer l’existence de ce rapport sous ce 
double point de vue etait assez grave: mais D’Alemberi en avait dejä 
fourni un exemple remarquable par sa maniere de demontrer le th&oreme 
de Maclaurin (Voyez le tome VII, de ses opuscules pages 104 et 112). 
5. Je vais maintenant exposer differentes transformations qu’on 
peut faire subir ä l’equation (10.) 
[15.] «(t+-myv)(I+-nv)+mb’(iHv)(I--nv) +nc’(1+yv)(14-my) 
— k(+V)(+m) (+ nV); 
15. 0 = v.mnk+V[|km+n+mn)—mn(@ +5?’+ c)] 
+v[k(iI-m-+n) —a(m+n)—mb’(I+n)—nc’(14+m)] 
— (d+mi’+nd.—k). 
Si Ion fait 


16. k=d+mli’+n®—k 
on aura, en remplagant % par sa valeur fournie par le premier membre 
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de l’equation (10.): 
2 2 2 


ou bien 
h a? m?b? n?c? 
17. Me rt i+-mv 1+nv" 
La quantit@ % sera necessairement positive, puisque le point attire Ctant 
exterieur ü lellipsoide, on a 


«tmbö’+nc >K. 


Actuellement, si l’on fait v =, l’equation (17.) devient 





as msi: „te? 
t+h hi t+ mh + t+nh 
et donne en faisant disparaitre les d@nominateurs, 
19. 90= (t+A)(t+mA)t +nh)—a(t-mh)(tHnh) 

— mD(EH-R)tHnk)—n’cd(tH-h)(t+ mh); 
c’est-a-dire l’&quation desigude par (A) daus le Me&moire de Legendre 
publie dans le volume de l’Acad@mie des sciences de Paris pour l’aunde 1788 
(Voyez p. 482). 

L’&quation (19.) peut &tre &cerite ainsi: 
0= (t—--+h)\(t+mh)(t+nh) 
— t!— ad +h)[m’bW®(tHnb)+n’d(t+mÄh)] 
— dm bt nh)— met + mh): 
de sorte qu’on a 
20. 0= (- a +At— mW” +ml)t—n®+nh) 
- mV (te Hn)— net +m)— mn e(tt—a+h) 


18. 








= 1, 


h Bi ® “ . 
En remplagant v par 2 l’equation (15.) devient 


2. 0=t"— [kit m+n)— am Hn)—mb(tI+n)—nc’(t+ m)] 
+th[mn(@ + HE) —kmtn+mn)—ınnki. 
En substituant ici pour % sa valeur donnee par l’equation (16.), il viendra 
22. der’ +mnb’ ne —hi+m+n)] 
+thlm+n +mn)k— (m + n)a’ — (1-4 n) m’ b’— (L-+ in) n’ c’] 
— mnl’(@ + mb’ nd —h) 
En imitant ici ce qui se passe dans le probleme relatif ü la determination 
des trois axes principaux d’un corps solide, nous pouvons remplacer cette 
equation du troisieme degre par trois @quations du premier degre, En 
effet, l'’@quation (20.) devient 
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23, 
en y faisant: 


24, z' 


t— a+h)s#—mabz" = nac 


__ (t—m?b?-- mh) (t—n?c?--nh)—(mnbc)? 
ur nac(t+- mh) 





ww. 


u __ mab(t-I-nh) 
u nac(t-+-mh)” 


et 3” 





Mais ces valenrs de 


sont les racines des deux Equations du pre« 
mier degre: 


nac.z'’+mnbe.z:" = t—n’+nh, 
m ab.z’— (t— mb’ +-mh)g” 


= — mnbe. 
Done, l’&quation du 3" degre en £ peut ätre regard&e comme re&sultante 
de l’@limination de z et 


entre ces trois dquations du premier degte; 
savoir: 


| nac.z'+-mnbe.,z‘ 
N. 


=t—n’ce®+nh, 
!’ mab.z’—(t—m’l’ + mh)z' 








ss’ = —mnbe, 
dG—ad+h)z—mab.z”’ = nac, 
L’expression de z’ peut ötre simplifiee ;ı l’aide de l’&quation (18.): car 
elle donne 
ı __ (t+mA) (t+nh)— m?b?(t+ nh)—n?c? (t+ mh) 
u; nac(t+ mh) | ’ 
ou bien 
die 1 a? (t--mh)(i+nh) 
“- 7 naclt+mh)' ih ’ 
c'est - ü- dire 


RR ., (!+nh) 
U Tr 7 


Ainsi dans les @quations (N.) on pourra faire 


96, RR. CE, 











nc\t-+h 
9% ze ui (ee) 
1 nc \t+maA/” 
! h 
ot lorsqu’on prendra ?= —, on aura 





28, #, —— Fr). 
0. 2 alien) 


En rapprochant ces &quations de celles designees par (z.) dans le No. (3.), 
on voit que 





€ 
' —— 


- 
. 


‘er 
o 


5 > nd 


Qe IS 


2.8 
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ce qui revient ü dire que l’&quation (12.) du plan tangent donne 
30, z+x,’+y:' = 0 


3l. ec+fyt+yz =0. 
De cette maniere on peut donner une interpretation geometrique aux difs 
förens termes qui composent les trois &quations (N.). 


ou bien 


Telles sont les principales proprietes et varietes de forme que pre- 
sente l’dtude de l’&quation (10,). Sans les avoir ainsi rapprochees il n’est 
pas facile de reconnaitre d’abord la possibilitE de reduire une de ces trans- 
formees ä la forme plus simple de l’&quation (10.), Legendre avait dit 
(et Mr. De Pontecoulant a repete d’apres lui, voyez p. 354 du second 
volume de sa Theorie analytique du systöme du monde) que cette &qua- 
tion n’a qu’une seule racine reelle (voyez p. 542 du tome 1” de son 
Trait& des fonctions elliptiques); mais la realit& de ses trois racines est 
majnfenant hors de doute, 


6. Dans le cas particulier des ellipsoides de revolution ona m=n, 
ce qui abaisse l’&quation (10.) au second degre. En la re&solvant par rap- 
port  y on en tire 


a +04 BEE in. nt — (Er) & VE Pe al, Fr at--m (d?+0?)— N, 


mer 2m mk 








2k 
ou bien, en reduisant la quantit@ soumise au radical: 


rer) 
Donc en observant, que 

ate=A=mailiyV)) = klirtv, 

E $9 = B; = a, (“+”) Ben »(2>°) 


m 








on aura les &dquations 
2A @+b-+0'+%(2) + Ville +3 +e+% (*—)) ar N, 
22 = ++) + Ve +R ++) Al), 


m 
pour determiner les axes de lellipsoide de revolution qui passe par le 


point attire. 








En appliquant ces formules, il ne faut pas perdre de vue, que 2a, 
represente l’axe de revolution de l’ellipsoide donne: de sorte quil sera 
alonge ou Aplati suivant qu’on aura m >1 ou m<I1. 
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206 17. Plana, sur lattraction d’un ellipsoide homogene, 


Ces m&mes formules sont applicables au cas oü le point attird est 
plac@ dans le plan d’une des trois sections principales de l’ellipsoide dont 


les trois axes sont inegaux. Car, en posant c=0, l’&quation (10.) devient 
a? m b? 
I + een k. 
Ainsi cette @quation differe de celle de Vellipsoide de revolution, ou l’on a 
a Re 
1+» ' 14+-mv ' 1--mv 
en cela, qu'ici on a 5’ -+c* au lieu de 5°. Il sufüit par consdquent de rem- 
placer d’-+c? par db’ dans les expressions pr&c@dentes de 24°, 2B? pour 
les adapter a ce dernier cas; ce qui donnera 
22 = (++ —)+VIK@— + — a +4]; 
2B} = @HN)— WW) YLW—B+N ai +4). 


$. 2. 
Reduction ä la forme la plus simple de l’öquation d’une surface conique circonscrite 
a lellipsoide donne. 

7. L’equation (9.) de la surface de l’ellipsoide, donne 
dz Bach (a—x) dz m(b—y) 
—e»p=— —_=yyu=— —. 
dx n(c—z) dy n(c—z) 
Si Pon imagine une surface conique eirconserite dont le sommet soit au 


point attire, elle aura le plan tangent commun avec l’ellipsoide sur tous 
les points de la courbe de contact. Or, nous avons 


!—: = p@—x)+4(y'—y) 
pour l’equation du plan tangent a leellipsoide. Mais ce plan doit passer 


par le sommet du cöne place ü l’origine des coordonndes; donc, son &qua- 


tion sera satisfaite en y faisant =0, y=0, #=0; ce qui donne 


z=px-+-gy; ou bien en y substituant les valeurs precedentes de p et g: 
nz(c—2) +r(a—x)+my(b—y) = 0. 





Comme 
x —=a—l(a—x), =b—(b—y), z=c—(—2); 
on peut Ecrire 
nce(c—z) + a(a—x) + mb(b —y)—(a— a) — mb —y’—n(c—:)=0; 
d’oüu l’on tire en vertu de l’equation (9.): 
nc(c—z)+a(a—x) Hmb(b—y)—k = 0; 
de sorte qu’on a | 
32. actmby+ne = «+m®’+n®—k= 4 
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Cette Equation appartient ä tous les points de la courbe de contact de la 
surface conique avec la surface de lellipsoide; et comme elle est du pre- 
mier degre on en conclut que cette courbe est plane. 


L’&quation (9.) &tant combinee avec l’&quation (32.) devient 
2 2 
1242 (S4m& tn) 0, 
ou bien \ 
2 
27 +n% +n) = h 
En substituant ici pour z sa valeur 
h 


a nd + mb FA + n 
Z z P 
fournie par l’&quation (32.), on aura 


(5 +m3+n) — («2 +mbZ+ne). 


x 





2 — 


. . LE, 5 . 
Cette Equation exprime, que le rapport — etant constant, celui de .- doit 


l'etre aussi: donc elle subsiste pour tous les points d’une droite quelconque 
tirde de loorigine ä un point de la courbe de contact, c’est-ä-dire pour 
tous les points et toutes les positions de la generatrice du cöne: partant 
33. (acetmby+ncezY—h(x"-+-my’+nz) = 0 
sera l’&quation de la surface conique circonscrite ä lellipsoide. En deve- 
loppant le cöne, on aura 
24 a 


+2mab,ey-+?2nac.ez+?Imnbe.yz Bi 


8. Pour reduire l’equation de cette surface conique ä& une aufre 
privee des trois rectangles, il faudra conserver la m&me origine des coor- 
donne&es et changer la direction des axes, sans qu’ils cessent cependant de 
demeurer rectangulaires. Mais, avant d’exposer les formules generales de 
cette r&duction, remarquons que, si le point attir& &toit situ& dans le plan 
d’une des trois sections principales de l’ellipsoide, on pourrait faire c=0); 
ce qui fait immediatement disparaitre deux des trois rectangles. De sorte 
qu’on a une @quation de la forme 


Ax+By’+2Cxy+D= 0. 


Or en faisant ici 
x —= x’ coo®—y'snd; y=xr'sin®+r’cos®d 
27” 
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et determinant l’angle ® par l’&quation 
2C 


tang?d = rt 
on ohangera l’@quation pr&c&dente dans celle-ci: 
0=D+(Acos’® +Bsin’®+Csin2P) x”? + (Asin?®+B cos? d—Csin29)y”. 
Cela pose, si l’on &limine les lignes trigonometriques, il viendra 


F (4?+B?+4C) ’ 
(= 2D+ [a en] >” 


FR > GB RC) 1. 
+ [24+22 via-—-B)> +4 5 v 
En remplagant A, DB, C par leurs valeurs, l’expression precedente de 
tang?2D donne 











' Dmab 
2 


mais A= a’ + mb’— a}; partant 


sv. tang?d = IE. AA . 
(a? —b?) — (a? — b?) 








Cette formule nous fait voir, que langle 2 aura la m@me valeur ü l’&= 
gard de tous les ellipsoides concentriques dont les excentricit@s respectives 
sont @gales. 

Pour avoir l’expression de tang®, on observera que 


V(i+tang?2p) —1, 
tang?2 op r 





tang$ = 
d’ou l’on tire 
„'.  2abtangd = VI —W+b— ai) +4) —(—V--b?— u?) 
Maintenant, nous allons faire voir, que dans ce cas on peut simplifier da- 
vantage l’&quation de la surface conique eirconscrite a l’ellipsoide. 


Soit & l’angle forme avec l’axe des z par une des ar&tes du cöne: 


la projection de cette ar&te sur le plan des xy &tant exprimde par rsiny, 
on peut faire 


x’ —=rsinv.cosd; Y—rsind.siod; = :.'=rco\). 
En substituant ces valeurs dans l’&quation precedente du cöne en x’, y’, ®, 
et observant que D=—ıhnz’, il viendra apres avoir divise par r?: 


0 = —hnco®? bw +%siny [A+B+(A—B) c0os?d +2C sin20] 
— sin?Y sin?9 [(( A—B) c0s2P +2C sin2D]. 
Mais l’expression de tang?D donne 


(A—B)cos?® +2C sin? = — 





sin2g’ 
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partant on a 


. Csin?v 2Csin’ywsin?®. 
“,. O=—hnco’d +4 A+B) sind + Ar = Pu, 








Maintenant, si l’on fait pour plus de simplicite 


a A+B 20 — hn at, 





sin’z = 4-+ 


P’equation (x) pourra ötre ste ainsi: 


A __. 2C sin? u q 
“.. Om "Sy [sin?z — sin?$] : 





de sorte qu’on ad=+7. Je ne supprime pas le facteur commun, afın 
qu’on puisse toujours regarder le second membre de cette equation comme 
une fransformation dd Ax®+ By’+2Cxy+D. D’apres l’equation (x’.) 
il est visible, que les limites de l’angle % sont celles qui donnent 


= —hnco’y+3(4+B)sin’y + rs 


puisqu’elle est impossible pour toute valeur de Y) qui rendrait negatif le 
second membre de cette @quation, et qu’elle devient possible des que ce 
second membre acquiert une valeur positive.e Donc en appelant ’ et 
180°°’— y’ les limites de l’angle Y%, l’equation que nous venons d’£tablir 
donnera 


2hncoty’ = A+B+ 


ou bien 





2CV (1-4 tang?2Y) 
ae tang2@ 


2hn co‘ = A+B+y[A— DV’ +40". 
Or nous avons 
2Ctang® = YI(A— BY +40?! — (A—B); 


donc l’&quation pre&c&dente revient A dire, que 


„. Ancoty' = A+Ctang?, 








er ’ 


ou bien que 
Dt —b’-Labtangd. 


I 


n 2], 
h „. cot Y 
Cette Equation donne 


2 
c? tanp’y' = , 


b?— b: ab tangp ? 





et en substituant pour % sa valeur 
b? (a? —.a?) + a? b? 
2 2 FE 1 1 
tan y = b—bi--abtangp’ 





ou bien 
(b? — 2) (a? — a?) a? 5? 


bi —b?-Fabtaugp 





ce} tang’y’ = 
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D’ici on tire 





q n p) I ae Bu ab[ab— (a? —a?) tang p] 
0, tang 'Y r.r bi —b*--abtangp 





L’equation (x‘.) donne 
tangp _ _ ab 
1—tmg?p (WB) (a 06H)" 








et par cons&quent 
ab = abtang’dP + (5 —P’)tang® + (“— a?) tangd; 
d’ou Von tire 
ab— («—a})tang® = tangP [(b! —°) + ab tangd]. 
En substituant cette valeur dans l’expression prec&dente de c? tang?Y, 
on aura 





we tang'y’ = a — at --abtangt. 
Il suit de lä et de l’equation (x‘.), que 
vw. 2etang VW H2a = + Fa —b Ye —+ D— at’ +40], 
En rapprochant ce resultat de la valeur de 2A? posde ä la fin du $. pre- 
cedent on aura cette @quation fort simple; savoir 
wa +eitangv’ = 4?. 
Pour simplifier Pexpression de sin’7 je remarque, que 
—= 2sin® + cos?P = 2sin’® + cot2Psin2d. 


Mais on a trouv@ plus haut, que 


cot?d = I: 
(4— B) 





donc en remplagant % par si’® + —7 5 sin2®, on aura 





BR a A: hn cot? sin? 
sin’z7 = sin D +57 in?P T; } 
ou bien 


“ n b? —b 2 1 
“. sinz = sin 9+(“ n) sin? D — an vanig 
ma 


De lü nous concluons, que dans ce cas particulier, l’&quation de la 
surface conique circonserite est repr&sentee par ces trois &quations: 


mabsın?v ,. 9 R 
(sin’z — sind) = 0, 








sinp COS 
x 2 — 2 1 J 
y. sin’r = sin’®+ % b? ) sin?d — hn cot? vw sing cosp 
a + c? tanpg’y' = 


..N\ . . . “ A 
La troisieme donne les limites 2 angles %: la premiere pourrait &tre 
reduite dA d=7; mais il est utile de la conserver sous cette forme, afin 








“r mab ’ 
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de savoir que, par ce moyen on peut toujours &tablir l’&quation 


vw Ar®+By+2Cry+D = TU nr — sind). 


sing cosp 





9. Revenons au cas general exprime par P’equation (34.). Soient 
x’, y', z' les nouvelles eoordonndes, on fera comme on sait 


5 x’ cos(z’x) + y’cos(y'x)+z’cos(z'2) = ex+ey'+e':; 
A: Yy 


I 


a’ cos(ey)+y’cos(y’y)+3’cos(z'y) = fx +fy’+f':5 
z = x’cos(x’z)-+y’cos(y’z) +3’cos(z’2) = ya’+g'y'+ 4":5; 
sans cependant attribuer, des ce moment, aux lettres e, f, 95 e', f', 95 
e', f', g“ la signification qu’elles avaient dans le No. 3. du paragraphe 
precedent. 

En substituant ces valeurs dans le premier membre de l’&quation (33.) 
et Egalant ü zero les coeflicients de x’y’, x’, y’z’ on aura 

35. A'’xz"”+-B'y”+ Ü' 2” =— 0; 
A’ = (ae +mbf +nceg? —h(e +mf’ +ng), 
B' = (ae +mbf' -Hnceg'’ —h(e” +mf” -+ng"), 
U = (ae Hmbf'+neg'— k(e"+mf'" ng"); 
D'—=(ae + mbf +ncg)(ae' +mbf' +neg') —h(ee' -mff' £ngy)=0, 
E'= (ae + mbf + neg) (ae +mbf"'+neg')—h(ee'Hmff'+Hngg')=0, 
E"= (ae' +mbf'+neg‘)(ae'' +mbf'-neg')— h(e'e‘tmf'f'+Hng'g')=0. 
Ces expressions sont assez compliqudes; mais on peut les simplifier a l’aide 
des @quations qui ont lieu entre les neuf coefficients e, f, g etc. D’apres 


la theorie de la transformation des coordonndes, on sait que ces &quations 
sont les suivantes; 


| e? +f’ +9 
I. 


N‘. 





N”, 





e’? +f” +g” 
ce’ +-f”+g" 


le! 


1 (eitf/ff +99 = 9 
1 \ Il. ee+ff' +zye" = 0); 


1 ee’ +f'f'+gg" OÖ 


e+ete”’—=1 ef+eftef'=0 
X dla 2X 25. 27 a ze FILE HE 9 


V, e' — fg — fg" f' — ge — ge” g' —: e'f—ef" 
e'— fg —f'g f! = ge —g'e = ef‘ ef 
Les trois @quations (N’'.) et les six @quations (I.) et (II.) sont celles qui 


determinent directement les neuf coefücients e, 5 9 etc.: les auftres grou- 


e = fg’—f'g f = ge'—g"'e' y= df'—e'f | 
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pes d’equations (TIT.), (TV.) et (V.) sont en quelque sorte Pexpression 
d’autant de proprietes distinctes auxquelles les mämes coefficients doivent 
toujours satisfaire, 

Le rapprochement des Equations (N'‘.) et (V.) fait entrevoir im« 
mediatement la possibilit® d’en ftirer une &quation avec les seuls coefficients 
e, f 9. Eu eflet, si l’on forme l’&quation 

D'e'—E'e' — 0, 
on obtient 
0 = (ae+mbf+neg)[mb(fe'—e'f") Fne(g’e'—e'g"')] 
Bde mhf(e f’— e' m nhg(g’e'—e'g"): 
done en vertu des @quations (V.) cette &quation est &quivalente ä celle-ci; 
0 = (ue+mbf+neg)(nef—mbg)— (n— m) fg. 
En formant les @quations 
D'f'—E'f' Fa 0, D’g"—E'g' — 0 
on trouvera de la möme maniere deux autres @quations semblables ü la 
pr&cedente, Il suit de lü, que la combinaison des &quations (N’.) et (V.) 
donne 
0 = (ae+mbf+neg)\(nef—mbg)—(n—m)hfg, 
N", 0 = (ae+mbf+neg)(ag— nce)—(1—n)heg, 
0 = (ae+mbf+neg)mbe—af) —(m—1)hef: 
et il est clair qu’on aura un groupe de trois &quations semblables, soit 
entre e‘, f', 9° soit entre e‘, f“‘, 9‘; ou les coeffcients qui affectent ces 
quantites seront les mömes. 

Cela pose il est manifeste, que les trois &quations (N’’.) sont iden- 
tiquement satisfaites en y substituant pour e, f, 9 leurs valeurs donndes 
par les &quations (x.) trouvdes dans le No. 3. du $. precedent. Car, la 
substitution de ces valeurs donne (apres avoir supprim& le facteur commun) 
l’&quation (17.). Ainsi il est par lü d@montre, que les formules (x.) ont 
la propriet@ de faire disparaitre les trois rectangles qu’on voit dans l’&qua- 
tion (34.), a l’aide de la transformation des coordonndes. | 

L’application de ce m&me artifice ä d’autres cas est @vidente: elle 
a dejü te faite par Mr. Poisson ü la determination des ares principaux 
de rotation des corps solides (voyez Tome XIV, des Memoires de l’Aca- 
demie de Paris p. 317.). 

Eon substituant les mömes valeurs de e, f; g dans l’expression pre- 
c@dente de A’ et observant que I’&quation (17.) donne 
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al ( a? 2 - m? b? n?c? ) 
v»»  \M4+v ! 1+mv ! 1tnv ? 


on trouvera d’abord 














(1-+») (14 mv) (1+nv)]? [r? a? m’ b: n?c? 
ae I te tn)» 
ou bien 
2 A v) A+m»)(i+nv)]? + av __ m’b’.my  n’o.n | 
u 0? v 1+v (i+-mv)? (Ii+nv):1' 


h ü 
Donc en remplacant dans le second facteur, — par sa valeur fournie par 


le second membre de l’equation (17.), il viendra 


"TRLINE, Id+r)d+mv)(i+nv)]? a? m? b? n?c? 
NR 0: tert] 


En reduisant au m&@me denominateur le second facteur et remplacant 0° 








par sa valeur donnee par l’equation (14.), on obtient 


Pe. EN 
y 


On trouverait de möme B’+t, C’=t: donc les valeurs de A’, B', C' 
se confondront avec les trois racines de l’Equation (18.) dont on a d£- 
montre& les proprietes dans le paragraphe pr&cedent. 


10. Il resulte de cette analyse, que pour former l’&quation 
A'x”+B'y? + C" zit — ( 
de la surface conique circonserite a l’ellipsoide, il faudra prendre pour A‘ 
la racine positive de l’equation en Z, et pour B’, C’ les deux autres raci- 
nes negatives de la m@me &@quation. Alors, laxe du cöne se confondra 
avec laxe des x’ et avec la normale ü lellipsoide qui passe par le point 
attire. Les axes des y’ et z° 
demontre, avec les normales aux deux hyperboloides qui passent par le 


so confondront, comme nous l’avons deja 


möme point attire. 
Les r&ciproques des trois Equations (N.) etant 


N w=er+tfyt9s y=edaı+fytys !=ee+fytyg'z 
on en conclut qu’en nommant 4, b, c les coordonndes du centre de Vel- 
lipsoide donne relativement aux axes de la surface conique qui lui est 
ceirconscrite, on a 

X. a=ea+fb+ge, b=ea+fb+tyc, c=e'a+tf’b+y"ec. 
En substituant pour e, f; 9 leurs valeurs donnees par les equations (x.), et 
Crelle’'s Journal d. M. Bd. XX. Hft. 3. 28 
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ayant egard a l’equation (10.), on aura 


35 ya k iv) 1+-mv)(1+nv) 
” — 0) E 
Ainsi, cette formule donnera les valeurs de a, b, c au moyen des trois 
valeurs reelles de y, qui sont fournies par l’Equation (10.). 


Il suit de lü et des formules (x.), qu’on peut &crire 


a= —(1+ve: 
mais k(1+v) = 4°; partant 














Zu e A? 
= —, 
L’@quation (35.) donne de la m&me maniere 
= FBı u = 8C7 
b ’ c * 


Donc les &quations (x.) sont Equivalentes ä celles-ci: 


[n.]| e = 





_ b.a c.a 
er: FR. ER 


Il est clair que, d’apres ces formules on a 

















#2 a.b f= b.b u c.b 
Yo ’ B® we 0? ; 
a.c b.c c.c 
dm ——, ff = U — — 5 
Fu f ww 9 I "a ’ 


) 
- 


ou Al, B', C, 2 B‘, 2: sont les carres des demi-axes des deux 
hyperboloides qui passent par le point attire. Il suit de la et de l’equa- 
tion e+f+g’=1, que 
’ 1 
36. _ zZ 
a? 








a? + b? c? 
4 4 Br 

7 

En egalant les deux valeurs de e donnees par les formules (x.) et |w‘.], 

il viendra 


Vu = A! (i+mv)(I+nv): 





mais 
2 2 
im = ex, t+nv = &, 
bi c, 
partant, 
37 0 — 4 (A, B, C,)? 





. be) 
On voit par lü, que lemploi des coordonndes a, db, c sert a simplifier 
les expressions primitives et äleurs donner un caractere plus geometrique. 
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11. L’&quation du cöne circonserit a ellipsoide etant &erite ainsi: 
Er 2’ N 
cy u» =1, 


Vz FH) 


. | .. A [4 A . 
on voit aussitöt qu'il peut Ötre regarde comme un cöne droit dont la base 











est une ellipse. Le plan de cette ellipse etant parallele ä celui des y’z/ 


a pour &quation 
/ 


= = e24+[9192 


ou x’ est censce une quantit@ constante. Si on veut prendre pour x’ la 








longueur de l’axe du cöne depuis l’origine des coordonndes («ui est en 
möme tems le sommet du cöne) jusqu’au point ou elle rencontre le plan 
de la courbe de contact determine par l’@quation (32.), on observera que, 
les coordonn&es de ce point £tant 
u 0, ya, mg, 
l’equation (32.) donne 
x(ae+-mbf+nceg) = h: 


de sorte qu’on a 
h 


38. ex+[y+93 jr ae+mbf+tncg 


pour P’equation de la base droite du cöne, tandis que l’@quation (32.) est 





celle de la base oblique du m&me cöne. En nommant J l’angle forme par 
ces deux plans, nous avons 


ih ae+-mbf+ncg 
39. csl= Ver tmibaLn * 


Le cöne dont il est ici question peut toujours @tre coupe par un plan 





. . N a . . \ . 
perpendiculaire a celui des x’y‘, ou par un plan perpendieulaire a celui 
23 „> . 5 A] » 
des x’z’, de maniere que la courbe d’intersection soit un cercle. En eflet; 
soit pour plus de simplieite 


i 4 w, 
rt A ke 


| l’equation de la surface conique deviendra 
N?’M’x=” = M’y”+-N?2”; 
et P&quation du plan coupant perpendiculaire au plan des x’y’ dont la 
trace fait un angle ß avec l’axe des x’ sera | 
x’ —= (A—y’)tangß, 
en designant par A la distance de l’origine au point ou cette base ren- 


contre laxe de 7‘. Maintenant pour rapporter la courbe d’intersection 
28 * 
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\ 4 . 4 ® 
a des coordonnees rectangulaires placees dans son propre plan, il suffit 
de faire «€ =usinß; ce qui donne 
y = &—uoosß. 
La substitution de ces valeurs dans l’&quation du cöne la transforme en 
celle-ci: 
M’N’#sn’ß = N’2? + M?(A—ucosß). 
De sorte qu’on a (en Eerivant Z’ au lieu de =’) 
NZ + Mu (cos? — N? sin’ ß)—2u.AM?cosf + M’ — 0, 


Actuellement, si l’on fait 


u= Y+ 





A cos f 


cos? 3— N? sin? £° 





cette @quation devient 
rg > ri9 )) 2 r92 n 1 MNA sin 3)? 
NZ" + Y"?M? (co? ß—N? sin ß) = — 
+ FM (cos Or CT 
Done en determinant Pangle ß de maniere qu’on ait 
N?’ = M’ (co®’ß — N’ sin’ß), 


“ 5 x . 
ce qui revient “a faire 


ET RR v( MN? m ve=E) 
sn» = Y\mrm) " !\Bre)’ 
7/2 2 A?4'B’(B’—C' 
} +Z' — 6'2 re): 
la courbe d’intersection sera un cercle, pourvu que les nombres uegatils 
B' et C° soient tels we —B>—C' Sion avat -—B< —C, il 


lfaudroit prendre le plan coupant perpendiculaire ü celui des x’z’: d’est- 











a-dire, faire | 
x = usinß, x = (A—z') tangß. 


Alors on trouve de la m@me manicre 
m = Vz) = Ye =# 
sinß = Nm) — OB) 
Er Ka Ar A'C' (C— PB 
ryF? = — ES (202). 
B? \0+F# | 
Il serait superflu d’entrer dans de plus grands details sur les proprietes du 
cöne eirconserit a lellipsoide. 





$. 3. 
Formules pour determiner laltraction d’une couche elliptique infiniment mince, terminee 
par deux surfaces semblables, sur un point exterieur a la couche. 


12. Sil etait question de resoudre ce probleme par les formules 
deja connues, il suflirait de considerer Pattraction de la couche, comme 
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la differentielle de l’attraction d’un ellipsoide, prise en faisant varier le 
seul parametre qui distingue deux ellipsoides termines par des surfaces 
semblables. Or, en nommant X, Y, Z les trois composantes rectangu- 
laires de Vattraction d’un ellipsoide sur un point exterieur, on a, confor- 
ment ä nos d&enominations precedentes 


an ey z 2 dx | 
A, wi var —a)a][A + le —ar)a?]}’ 














1. Y= ni - FF y?:dy j 
B 5) VEFE-MPBEFE-ETT 


dı = 4nco.a,b,c, fi x? dz we 

GG 95, VIIE+ÜR<-)]I F Br c2)2R]) 
ainsi que cela est d@montre, avec toute l’El&gance possible, dans le Tome 1" 
des Fonetions elliptiques de Legendre (Voyez p. 554). On pourrait laisser 








la m&me lettre x dans ces trois int@grales; mais on va voir que, pour 
lobjet actuel, il convient de regarder comme differente la variable sur 
laquelle porte l’integration. 


Pour appliquer ces trois formules aux ellipsoides semblables, nous y 


2 2 
a, 


ferons m, n = : 
2 uud "I nrrge 


2 m 2 > 7: ns, 2 a 2 u 2 a 
A:=at(l+vV; Bi=b(i+m); O=c(I+nv); 
et nous traiterons »n et n comme deux parametres qui demeurent con- 
stans. Alors on a 




















4a A > do 
vur)I/ VmdHr)Fi- meld) ten’ 
L. V Ye | Bar TAN 
V(i+m») 4 V{L+-mv+(m—1)y?] [r + mv) (m —n)y?]\? 

ui Arınc m z?dz 


VitnnJ VIÜFRv+@—1) 2°] [m iHRv) — mon)a])' 
ou le parametre y est cense ©tre la racine positive de l’&quation 


a? mb? nc*® 


ee ig —uunn GE u a RB 
a eg er r h 
Cela pose, il est clair que 
dX ; Bi ; 
A=7,d, Y=-,d, =, v, 


seront les composantes rectangulaires de lP’attraction de la couche ellip- 
tique infiniment mince, termine par des surfaces semblables, puisque en 


x 


changeant a, en a,+da, et v en v+dvy on passe d’un ellipsoide & un 
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autre semblable infiniment peu different. Au premier coup d’oeil, on 
croiroit qu’on ne peut delivrer du signe integral les composantes de l'at- 
traction de la couche: mais en faisant 
u 1+v Wi 1-+- mv Ze 1+nv 
1+u’ . 1--mu? F 1+nu? 


la nouvelle variable sera u, et ses limites correspondantes ü celles de 
x, Y, z seront 














um 8, u= 





En outre (et ceci est un fait remarquable) le parametre v disparaitra des 
trois difförentielles pr&c&dentes, et subsistera seulement comme une des 
limites des trois integrales. De sorte qu’on obtient 














u y (Au)? du 
X — za f v[i+mu)(i+nru)] , 
ern y (1+mu)"?du 
H. Y= zumı V[A+u(i+nu)] ’ 
HART y A-nu)"? du 
Z = Zune / V[d-+u)(14+mu)]' 


Or, en nommant F\ (u), F,(u), F,(u) les integrales indefinies de ces 
trois diflerentielles, on aura 











X= —?2ra [F,(wW—F,(%)]; 
Y= —-?zmb[F;,(v)— F,(x)]; 
Z = —?ranc|[F,(v)—F;(»)]; 
et par consequent 
a d.F, (») ze 2rall+v)" dv 
X, = —?’Ira de — T YI@-+mv)(i+nv)]’ 
‚ ge d.F,(») ug 2stmb(1+-mv)"?dv 
HH. iX, = — Im —,- dvv= — VId+r)dtam] ’ 
er d.F,() 2, _ __ ?rne(l+nv)"?dv 
Z, = — AN —, = V[(i+»)(14+m») ' 


En fasant T=XA:+Y!+Z], et ayant egard ü l’expression de Q° four- 
nie par l’&quation (14.), la r@sultante de ces trois forces sera donnee par 
l’equation 


40 To — 2x0 dv 





[(d+v)A4mm) tan]? 


Il suit de lä que les &quations (H’.) sont &quivalentes a celles-ci: 
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X—=T. alt--mv)(1+nv) 








0) ’ 

m. |y= Tr. taten, 
nc(l m 

z, = 7. N, 


D’apres les &quations (4.) trouvdes dans le No. 3. on peut £crire 
Hu". X=T.e, Y, = T.f, Zu, = T.g. 
Cela prouve que la force T' est dirigee suivant laxe du cöne determine 
dans le $. precddent, ou (ce qui revient au möme) suivant la normale 
a Pellipsoide qui passe par le point attire. 
* 13. En diflerentiant l’&quation (10.) par rapport ü k etäv, on 
obtient 





a? m?b? n?c? 
4, dh= dla te + ml 


ou bien 


2. d=- mh a 2 


[(i+rv) i+mv)(i+nv)]?" 
Donc la formule (40.) est @quivalente ä celle-ci: 
43 T— ırı dk.V [(1+»)[i-+- mv) (1+-nv)] 


0 ’ 
ou bien ä celle-ci: 








m — 2ndk A,BıC, 

Q a,b,c, 
Maintenant, si l’on remplace (Q par sa valeur donnee par l’&quation (37.), 
et dk par 2a, da,, cette expression de T' deviendra 


PR eu. ud 
44. u a). 


Cette formule s’accorde avec celle trouvde par Mr. Chasles par des von- 
siderations fort differentes (voyez p. 911 du No. 26. des Comptez- Rendus. 


Seance du 25. Juin 1838.). 
En ajoutant les trois &quations (H.), on obtient immediatement l’- 











quation 





o 1 m n | 
X u... ? tat 


Y 
a ae 5 ef V|[(+u) (I+-mu)(i+nu)] 
— —4r/"d.li+WA+mu)(+tnn)] 


Ve ttmnN)Atne)]" 
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Lorsque le point attir@ est sur la surface m@me de lellipsoide on a v— 0, 
et cette @quation donne 

X Y Z 

—-- —- + —- = 4r. 

a b c 
On sait que cette @quation subsiste, m&me en prenant pour a, db, c les 
coordonndes d’un point quelconque place dans l’interieur de la masse de 


V’ellipsoide. 


a, db, c on obtient: 

















ai Ira ee 
da a d+tvVV '\da’ 
$ ERAE | 2rmb dv 
a db (fm "vr-(5) 
di _2 2rınb (z 
dc ce (Mn) VV' ): 


ou l’on a fait pour plus de simplieite 
V= (1+vV)(A+my(i1+nv). 
Maintenant, si l’on fait la somme de ces trois equations, en ayant egard 
. En ns on aura 
nc 


Te + TE + Te = 7 — vr I; 5) +15) 7 1+nv \qd (Z)]- 


\ . ‚ (dv dv dv . 
Apres avoir remplace (z): (2), (7) par leurs valeurs obtenues en dif- 
ferentiant P’&quation (10.), on verra que le second membre de cette @qua- 
tion devient nul: de sorte qu’on a ORESEN 
dX Y 

da ” = +3 gen 

Ces trois equations sont connues: mais il est interessant de voir avec 
quelle facilit@ elles derivent des formules (H.). 

Ces m&mes formules donnent aisement les composantes de l’attrac- 
tion sur un point exterieur, exercde par une couche elliptique d’epaisseur 
finie, terminee par deux surfaces semblables. Car, en supposant que v 
et v’ soient les limites relatives aux deux ellipsoides dont la couche est 


la diflerencee, on a immediatement 




















FREHHER (Hu)? du v (Au? du 
ol af Vlifmulifnu] 74) VlitmWditnu]’ 
ou bien 
PER v A-+-u)"? du 





70) Viarmulitau]' 
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On pourrait continuer cette analyse et tirer de la toutes les proprietes de 
la force d’attraction &mande de la couche elliptique: mais il nous suffit 
d’avoir d@montre, par Panalyse algebrique, que ces formules, delivrdes du 
signe integral, sont une cons@quence immediate des formules connues sur 
P’attraction de l’eellipsoide. Cette verit& Etant ainsi mise en dvidence, on 
peut se proposer de la trouver directement, abstraction faite des formules 
relatives ä lattraction de lellipsoide: c’est dans cette vue, que nous allons 
exposer l’analyse qui conduit a prior: a la force d’attraction d’une couche 
elliptique, en nous appuyant sur les resultats Etablis dans les deux pre- 
miers paragraphes de ce Memoire, 


14. Toutefois, avant d’entrer dans cette recherche, je dois faire 
quelques observations sur les formules (H'.). C'est en lisant le M&moire 
de Mr. Poisson sur ce sujet (publi@ dans le Tome XIII. des M&moires 
de l’Academie de Paris) que j’ai eu lidee de trouver de la maniere fort 
simple que je viens de rapporter les trois formules (Z/'‘.). Alors (c’est- 
ü-dire vers la fin de 1837) cette id@e me paraissait nouvelle; mais, dans 
ce moment, je ne puis en röclamer la priorit@, puisque je vois dans le 
No. 25. des Comptes- Rendus (Seance du 18. Juin 1838) qu'une semblable 
remarque a e£te faite par Mr. Poisson lui-m&me. 


Cependant observons que, si l’on fait, pour un moment: 
d+W@®=U, (A+4mW®=U%, (A+nl)e = U, 
on a, en diflerentiant ces &quations de manicre que les quantites m, n, 
4, d,, €, soient trait&e comme constantes: 


at du = 2UdU = 2U'dU' = 2U"dU". 
Dono les formules (H.) sont Equivalentes ä celles-ci 


A, = Da4U 3 
X Ba —4ira Ri a, U B = 774 TE 
op 


a, 
A, 73 U’dU! 
Y= —-inm/ 'nU. 
[es] 


a, 


dı me UUaU"r ad 
— 7 3 fd 1 


& ı 








tl VL. 
Mas m= , n= =; partant 
ı 2 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XX. Hit. 3, 29 
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Aı daU j 
U2,U'U‘? 


ıv 4 aU’ 
H " Y =— —Arb.abe/ u; UU” 
je) 


A au 
2: pm) — 4Arc.ab,c, R T ;® 
I u"2, UU 


Or, ces expressions sont identiques ü celles, que Mr. Rodrigues a pu- 
blides le premier dans le Tome 3. de la Correspondance sur l’Ecole Po- 
Iytechnique (voyez la derniere ligne de la page 371 et la premiere de la 
page suivante). Cela pose, il n’y avait qu’un pas ü faire pour tirer de 
ces formules l’attraction d’une couche elliptigue terminee par deux sur- 
faces semblables, delivrce du signe integral. Mais, ce pas n’a pas dt& fait 
par Mr. Rodriyues, et on doit äMr. Poisson d’avoir saisi le premier cette 
Elimination du signe integral.‘ De möme, il n’y a qu’un pas & faire, pour 
tirer des formules (H.) le theor&eme de Mr, Jacobi sur l’&quilibre perma- 
nent d’un ellipsoide homogene fluide qui tourne autour d’un ses axes prin- 
cipaux, que je suppose ©tre celui des a. 





; = — 4ra.ad,c, 
& 








En eflet; pour un point quelconque attire, qui serait plac& sur la 
surface möme de l’ellipsoide, il est clair que la seconde limite v des trois 
integrales devient Eegale a zero. Ainsi, pour ces points, il suffit de rem- 

. y 5 0 \ 
placer dans les formules (H.) le signe A par celui de / . Apres ce 


je je +) 
chanugement, elles sont applicables möme ä tous les points de la masse 


interieure de l’ellipsoide, en observant: 1°. que les parametres m et n de- 
meurent eonstans pour tous les ellipsoides semblables: 2°. que lattraction 
d’un ellipsoide homogene sur un point donne de sa propre masse se re- 
duit ü celle de la position de ce corps qui est terminde par une surface 
semblable ü la sienne, assujettie a passer par le point donne. 
Or, 
ada+-mbdb+-ncde = 0 


etant ’equation differentielle de toutes les surfaces elliptiques semblables, et 
Y Z 


| — om ( 


ada+ ——.bdb+ 


— 


c 
m Te == () 


a a 
celle qui doit avoir lieu pour V’&quilibre de la masse fluide, il est mani- 
feste qu’on rendra ces dquations identiques en &tablissant les @quations 
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De lä on tire, par l’elimination de g: 


X Y Z 
a Se ee 2 


» 


i mi wi . su. 
Donc en substituant pour —, —, — les expressions deduites des formu- 


les (H.), et suppriment le facteur commun m—n (d’ou resultait l’an- 
cienne solution de Maclaurin) on aura l’@quation de Mr. Jacobi; savoir 
f? du ER [7 du PN 
J (1+u) V [(1+u)(1-+mu) (1-Fnu)] J (A--mu)(i+nu)Y [1-+u)(1+mu)(iHnu)]' 
La force centrifuge g, relative ü l’unit€ de distance de l’axe de rotation, 
est donnee par l’Equation 











u- wi 
BER. RR. SU 
gm u 
n 
conclue des valeurs precedentes de m et n. De sorte qu’on a 


ar ” udu 
Es zamn/ (1--mu) (i+Fru)Y |(1+u)(1+ mu)(i+nu)] i 





k 5) . .. ’ E73 ’ 
La masse 4 rk V— de lellipsoide &tant aussi connue, on pourra deter- 


miner aussi la valeur convenable de A. 


15. Reprenons l’equation 
(a—a)? Hm —y” +n(cc—z”?—k = 0 
de la surface de lellipsoide donne. Cette &quation peut ötre derite ainsi 


(—r.2) m (Br. 2); +-n (c—r.=) —ı == (0; 


r 
d’ou Von tire 
zZ N 2 ı 2 
45. n—2r(a.2+mb.2+nc.*)+r' Gtm%+n == 0, 


r: 
en se rappelant, que + mb’ + n®—k=h. 
e 


Maintenant, si l!’on fait r=y(x’-+-y’-+2’), les rapports Z, “; 
n 


qui entrent dans cette equation auront la möme valeur pour tous les points 
de la droite, tiree de l’origine des coordonnees au point de la surface de 


l’ellipsoide dont x, y, % sont les coordonndes, II est clair que, sur la 
29 * 
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m&me direction, il y a, en general, deux valeurs de r: en les desiguant 
par p, et 2, l’equation (45.) donne 


ui Y . Ar 
a. mb. +nec. . R 








46. Pı 205 cr y: z? ’ 
FW Zt Art 
a.—tmb.L+no. IR 
r r r 
47. Pr = Ä 


oc? y x? 
Tl ar 3 
ou l’on a B. pour plus de simplieite: 


48. = /|(«. —tmb. X +ne.2) —ı(Z +m% +n3)l. 


De la on tire 





2R 
49. 02 —— Pı = pr‘ yi 7? 
EUR 





ao 


r3 
ce qui revient ü dire que 


0. = (a0) (= +mX% 7). 


Sur la direction des rayons r qui sont tangens ü la surface de Pellipsoide | 
donne, on a = Pı, et par consequent R=0. Ainsi, par cette conside- 
ration, on obtient de nouveau l’equation (33.) de la surface conique cir- 
conserite ä lellipsoide. En outre il est clair, qu’en appliquant au second 
nembre de l’@quation (48.) la transformation des coordonnes developpee 
dans le No. 9., on obtient 


ı. R=44B +0. 


on lona,r=x"+y’+?7 — gt LyAdan, 

On voit par-lä lintime connexion qu'il y a entre les trois racines 
de l’&quation en ?, analysee dans le premier paragraphe et l’expression de R’- 

Si A’ designe la racine positive de cette @quation et B’, C’ les deux 
racines negatives, la forme m&me du second membre de T’equation (51.) 
suffit pour d&montrer, que A’ est le marımum de la valeur de R’: de 
sorte que la variable R sera toujours comprise entre zero et YA’. L’en- 
semble des coordonndes x’, Y’, 3° qui donneraient ä Z% la mäöme valeur 
comprise entre ces limites appartient ä une surface conique semblable 
& celle qui repond R=0: car, en remplacant r? par «”+y” +2”, le- 
quation (51.) devient 
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2. (A—-R)x"— (R—B)y?’—(R— C)z”? — 0; 

ou les trois coefficients A—R’, R’—B', R’—C' sont necessairement positifs. 

Si l’on eongoit que la valeur de R? decroit par degres insensibles, 
depuis A’ jusqu’ä zero, on formera une infinit6 de surfaces coniques, qui, 
toutes penetreront Vellipsoide denne, et partageront sa masse en une in- 
finit& de couches coniques. Legendre a consider le premier l’attraction 
que ces couches exercent sur le point O exterieur ü Vellipsoide; et par 
une analyse qu’on ne sauroit trop admirer il a demontr&: 1°. que l’ex- 
pression de eette attraction pouvait Ötre delivree du signe integral: 
2°. quelle &tait independante du parametre % et se reduisait au produit de 
dR par une fonction algebrique de R’, a, D, c, m, n. Nous reprendrons 
plus loin l’analyse de Legendre pour la presenter avec des £claircissemens 
et des details qui sont indispensables pour l’aprecier avec justesse. 


16. On peut regarder 0 — 2, comme la longueur de toute corde 
de lellipsoide qui, en la prolongeant est assujettie ü passer par l’origine 
des coordonndes. En posant »—gı = H, et remplagant A et % par leurs 
valeurs, l’@quation (50.) deviendra 


-.\2 2 ‚2 -2 
(a.* n- mb. + ne.) — (+mb’+ne®—k) (7 ++ n-;) 
H:/x? y? x? 2 
= (atnktan)- 
Pour un ellipsoide concentrique et semblable a celui que Fon considere, 
les quantitds a, b, c, m, n demeurent les m&mes; la seule quantit& k change 
de valeur. Donc en considerant deux valeurs consccutives, k et k-+-dk, 
de %k, on aura pour la variation diflerentielle dH de la corde H, 1’&quation 


HiH = - 





went“ 
r r r 


En substituant ici pour 2] sa valeur fournie par l’Equation (49,) on obtient 


wi ci 
di=—-. 


D’ailleurs, nous avons dH = da—dp,: et comme les &quations (46.) et 
(47.) donnent d = —dp,, ist est clair que 

dH = 2de.. 
En nommant ds l’element differentiel de la surface spherique, döcrite de 
l'origine des coordonndes comme centre avec un rayon egal A lunitd; 
l’element differentiel du volume de la couche elliptique comprise entre les 
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surfaces des deux ellipsoides semblables, que nous venons de considerer, 
sera exprime (abstruction faite du signe) par eo, do, ds, du cöt& anterieur, 
et par ge, do.ds du cötE posterieur: donc, l’attraction de ces deux masses 
infiniment petites sur le point 0, sera 


® do.ds 2 do.d 
O1 KPı = do,ds, 02 e - do, ds: 
2 








ı 


2 
ce qui revient ü dire qu’il en r&sulte sur le point O une attraction expri- 
mee par 


2do,ds = dHds, 


ou par 





dHds — ne h 


Les trois composantes de cette force, respectivement paralleles aux axes 
des coordonnees X, Yy, 2%, sont: 


—.dUHl ds, —.dHds, =.dHds. 


Donc nous avons 


N —.ds [re Te 
Nedı)) m Yed)) Zn Zar) 


pour les resultantes des forces paralleles aux axes des 7, y, 2 exercdes 
par la couche elliptique entiere sur le point ©. 








17. Sur cela, pour la clart@ des idees, il est essentiel d’observer 
que ces forces donnent seulement lattraction de la portion de la couche 
elliptique comprise dans l’interieur du cöone M@NON’H’M' (Fig. 3.) circonscrit 
ä la surface interieure de la couche determinee par les trois parametres 
ın, n, k+dk. De sorte qu’on ne tient pas compte de la portion de 
la m&@me couche comprise entre les deux surfaces coniques circonscrites 
A la surface interieure et exterieure. Mais on peut demontrer que, l’at- 
traction de cette portion de la couche est une quantit iofiniment petite 
de lordre $, tandis que l’attraction de la couche est une quantit@ infiniment 
petite du premier ordre. En effet, tirons entre les deux surfaces coniques 
la ligne droite OAB: en faisant VYA=o,, OB= 2); nous aurons 


I=# — Jar.ds — ds/dr = ds (1, —g,): 


r? 


donc, en nomment «4, 2, %Y les angles que la ligne droite ou corde 
AB=0,—o, fait avec les axes, nous aurons 


0a.degi—g), nß.dei—g), eony.ds(—g!) 
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pour les trois composantes de la force exercce par le petit prisme ayant 
AB pour axe. Ainsi, en supposant que l’axe po} — p! se rapporte au plus 
grand de ces petits prismes, on aurait 


Jeosu-ds@ —.01) < eosa(p} — 1) / as. 


On peut supposer (sans erreur sensible) les elemens ds de la surface 
spherique distribu6s sur une petite zone de la sphere, et alors on a 

ds = ?7 sind.d$, en nommant # Pangle qui mesure l’inclinaison de la 
ligne AB avec l’axe de la surface conique eirconscrite ä Vellipsoide. On 
a donc 


Jeosa-ds (u —p)) < cosa(e, —oı) 27 sind.d9. 


Cela pos& j’observe que la quantit@ g!—o! est de l’ordre de la racine 
carrde d’une quantite infiniment petite, Soit 


Fe Id 
= 6030, I = cosß, 


Fr —_ = c0sy, 
en regardant «, ß, y comme les angles qui ont lieu lorsque 9,—g, = 0; 
et a+öa, P+0ß, y+dYy comme les angles qui appartiennent ä la ligne 
AB: si l’on fait, pour un moment: 
O0 = (acosa + mb cosß + ne cosy’ —h(cos’u m cos®’ß-+n cos’), 
0'= cos®’ut+mcos’ß-+n cos’Yy, 
la formule (49.) donnera 


Vlo+in + 77 96+ 42 3,) 
+2 ra, 





2 —ı 


5 


d’ou Fon tire 
teren), 
en observant que, par la definition des En 4, 2, yoaaQ=0; et 
qu’on peut negliger dans le denominateur la variation tres-petite de la 
quantitd Q%. Or, cette expression est Evidemment celle d’une quantite 
infiuiment petite de l’ordre 4: ce qui nous autorise a regarder la quantite 
cosa (2! — 01) 27 sind.d 

comme infiniment petite de l’ordre }. 

On voit par la, que l’expression du second membre de l’&quation (49.) 
nous offre par exemple des cas singuliers ou on ne peut pas employer 
directement la formule de Taylor pour developper la variation que subit 
la fonetion ,—_,, immediatement avant et apres la courbe de contact. 
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L’attraction de la couche elliptique, parallele a laxe des x, est 


done exprimee par 
Sc 
—.ds 
a) I- 


plus d’autres termes infiniment petits dont les ordres successils sont ;, 
2 etc. Donc, on peut negliger ces termes ü l’@gard du premier; et, con- 
form@ment ü la metaphysique du calcul diff@rentiel, on doit integrer le 
seul premier terme et prendre 


I. ds 
Sa) 


pour la composante de lattraction de Vellipsoide entier sur le point O. 
Cela revient A imaginer l'ellipsoide decompose en une infinit@ de couches 
elliptiques semmblables, dont 

(aa +mb—y?+nc—2) = k, 


reprösente l’equation generale de leur surface, en faisant croitre %, par 








degres insensibles depuis A, =0 jusqua k,=k. 


18. Comme, d’un autre cöte, l’attraction de l’ellipsoide entier peut 
tre exprimee, parallelement ü l’axe des x, par 


Ne-n»: ds; 


si lon remplace g,—g, par sa valeur donnee par l’&quation (49.), on 
etablira l’@quation 


Sl MN 


—+t m I_ nz 


laquelle sera vraie, apres avoir execute „ kai dans les deux 
membres de maniere qu’elles embrassent la totalit@ des &l&mens de Vel- 


lipsoide. Maintenant, il est plus simple de remplacer ici, —; I . — par 








c0o8«, cosß, ecosy: a, ß, Y &tant les angles formes avec les axes des x, 
y, z par une corde quelconque de lellipsoide assujettie ä passer par le 
point attire O0. Alors on &erira 


54, Sarff an ii Ns nn ai 





R= y [(acosa + mb.cosß-+ nc.cosy)’— Ah (cos’« + mcos’ß-+n c08’y)]. 
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19. Cette &quation se trouve ainsi d&montree par des considera- 
tions g&ometriques tout-ä-fait sensibles: mais on peut aussi l’etablir ana- 
Iytiquement, ä l’aide du principe relatif ü la differentiation des fonctions 
affectdes du signe integral, etendu au cas, ou les limites de l’integrale sont 
elles-mö&mes fonctions du parametre sur lequel porte la diff@rentiation. 

Ce prineipe doit ötre Eerit ainsi: 


d f!y Suhl Aue . dp yı,, 1. 
rg F(a,k)de = 14 de + Fgk)— XP F(p,h). 





Or, en faisant 


c084 = (089 .8inYy; cosß = sinz.siny 
on a, ds= siny.dadry, et la fraction 
R cosa.ds 





cos? «+ m cos? An cos? y 


F(o,1) da dy. 
Donc, en nommant Ä la composante de lattraction de Vellipsoide, paral- 
lele a laxe des x, telle qu’elle est exprimde par le second membre de 
l’Equation (54.), nous aurons 


X 2" da" Fa,y) dy; 
R 


ww’ 
ou 'y' et y‘’ sont deux fonctions de », censdes determindes par l’equation 


2 —0g, =0, laquelle est Equivalente aR=0, ou bien a F(a,y) = 0. 


Il suit de lä, que dX 2 
P Pr mu F(o, y) dy. 


devient de la forme 


gr 
Douc en differentiant les deux membres de cette @quation par rapport 


au parametre Ä, explicitement renferme& dans la valeur de A, il viendra 


d?X yi d.F(o,; Iay ET 
N HF) GEFeY). 


E 
Mais on vient de dire, que les quantites ‘y’ et y’ doivent ötre telles qu’on a 


Fo, y‘) = 0, (a, y') = 0; 


partant nous avons 
d? X a ti dy 4.Foy) 




















do dk 4 dk 

D’apres les definitions &tablies plus haut, on a | 
d.F(o,y) ds cos & dR 

dıy — . ——- . 
dk da ' cos?@«-+m cos? f-+n cos?y dk 


ds cosa« dh gr ds cosa ' 
da" DR "ak. : da’ 2R’ 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XX. Hft. 3. 30 
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et par cons&quent 








d?X u ya COS « 
dudk dydaua' R’ 


d?X ei 7 . day. 08% 
do dk JPIER 4 sın'y. Y. R Es 
En int@grant les deux membres de cette &quation par rapport ä w, il est 


clair qu’on a: 
dX = /"aof"a siny. CS, 
FD” / yany. 773 
In] 


ee 
dk Hu, 


oü je supprime, pour plus de simplicite, les limites des deux integrations. 


Ainsi, on a 
x= [arff2rze, 


en integrant depuis k=0 jusqu’ä la valeur de %k qui repond ä la sur- 
face de l’ellipsoide. 

En remplagant X par sa valeur primitive, cette &quation coincide 
avec celle designee plus haut par (54.). 

Cette analyse offre une d@monstration claire du principe Enonc® par 
Laplace au commencement de la page 15 du second Volume de la M&canique 
Celeste, et puis par Mr. Poisson, en 1833, comme base fondamentale de 
son M&moire sur l’attraction de lellipsoide homogene. Rien n’est moins 
evident qu’un tel prineipe, et je pense qu’on ne peut en sentir la v£erite 
sans entrer dans des details analogues ä ceux que je viens d’exposer. 


ou bien 











c’est-A-dire 





20. En substituant au lieu de R sa valeur donnee par l’&quation (51.), 
apres avoir fait 


= 


y' z’ 
= cosh, = c8oß, — = cosY; 


e cosd + e’cos®-+ e’ cos /y, 
— cosß = feosd+ f’eos® + f'' cost, 
—= cosy = gcos#+ g’cos® + 9 cosY, 


c08& 


“| = [8 *|8 


on aura, ü la place des formules trouvdes en finissant le No. 16.: 


R = y(4'cos9 +B’co®®+Ü’cos’Y), 
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on ds.cos«& Rau ds.cosß PR ds.cosy 
warf, Noarffiet, Z=arffze. 


Maintenant, si l’on fait 

cos®d = sind.cosw; cosy = sind.sinw; 
ce qui revient ü projeter le rayon vecteur r sur le plan des y’z’ etä 
nommer w l’angle de sa projection avec l’axe des y’, on aura pour l’el£- 


ment ds de la surface spherique: 


ds = dd dw sind. 











D’apres cela nous avons 


55. R= y(4'c08#’d-+(B’cos®’w + C’ sin’w) sin? 9); 
x = arff ORIE8 [ecos}+ (e cosu+ €" sinw) sinB], 


Y, = anf 24040 | foos8+(f osw+f" sinw) sind], 
zZ, = arff "22 ee [g e0osd + (g’ cosw-+- 9” sin w) sin$]. 


En considerant ces integrales doubles on concoit, que l'integration relative 
ä 8 donne Vattraction d’un onglet elliptigue compris entre deux plans qui 
ont l’axe des x’ pour intersection commune et forment entr’eux un angle 
infiniment petit dw. Les limites de cette integration doivent ötre d= 0 
et d= u: Vangle w etant celui qui donne R=0; c’est-ü-dire 
56. 4’ cos®?u+(B’cos®’w-+C’ sin’w) sin’u = 0. 

Le resultat ainsi obtenu &tant integre depuis = 0 jusqu’ici w=?rr don- 
nera l’attraction de la couche elliptique entiere. 











Avec une legere reflexion on voit, que la partie multipliee par e‘ 
et celle multipliee par e‘‘ dans l’expression de A, doivent se reduire ü 
zero. Car, apres avoir exe&cute l’integration par rapport ü 9 et substitue 
pour $ sa valeur x donnee par l’@quation (56.), on aura des expressions 


de la forme 
e' dw cosw fonct. (cos’w, sin’w), 


e' dw sinw fonct. (cos’w, sin?’ w), 
lesquelles &tant integrees depuis w= 0 jusqn’a w=?r, donnent des r£- 
sultats nuls par l’opposition des signes et l’Egalit@ des @l&mens de ces 


imtegrales. 


Il suit de lä que les valeurs pr&c@dentes de X,, Y,, Z, sont r£- 


ductibles ä celles-ci: 
30 * 
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Mn } 
wi akf duf“ eBen 2.20, 
0 0 








Y, en far "auf" cos d , 
V 0 

zZ, =g akf "auf" ns, 
0 V 


Si l’on observe maintenant, que 

e = cos(x’x), f = vos(x’y), 9 = cos(x'z) 
on en conclura, que ces valeurs de X,, Y,, Z, sont les composantes de 
la force unique 


2x # c0s0 sind.d® 
57, T = akf dw 
EEEREN 


dirigde suivant l’axe des x’. Il serait superfla de repeter ici les remarques 
deja faites sur les differentes manieres d’envisager la direction de cette force 








Comme on a vu dans le No, 16., que 
> 2 
= Zum; 2de. u de.— do, Ba 2 ze 
si lon nomme dM'’', dM'' les deux el&mens 
— 0? de, sind dd dw, +0; de, sind dd dw 
de la masse de la couche elliptique qui se trouvent sur la m&me direc- 
tion, On pourra mettre ze precedente de T' sous la forme 


[@ (7 el 
— =) 0088. 


Cette force, ainsi exprimee par . a des forces el&mentaires 

7 M’ d M'' A > ® ® u . ” 

5 » —z , parait evidente @ priori: mais en voulant s’appuyer unique» 
ı 02 

ment sur cette consideration synthetique, on laisserait dans lFobscurite la 

condition, que les surfaces interieure et exterieure de la couche doivent 


ectre semblables. 





. 











21. ven po: un N: sind=x; il viendra 


4 du, cda 
Zr 1S } are; cos? + C’ sin? a — 4')x?]* 


En executant Pintögrätioh par rapport ü x, et remplagant x par sind, on 
obtient 





V [.4'cos?®+(B’ cos? o-+ C’ sin? o) sin? 09) — zu A 





B' cos?o+ C’ sn? o — 4 
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Maintenant, si Pon fait 9=u, le premier radical du numerateur devient 


nul en vertu de l’&quation (56.), et l'on a 


T— dk af" ne 
— v : A' — B' cos? w — C’ sin? o ? 





ou bien 
2do 


2r 
T ==> dk vaf (2 4'— B’— C')+ (C’— B) cos? u* 


En executant cette integration, on trouvera 
4ndkVA' 
ER vV[(2 A4'— B'— C')? — (C’— B’)?] ’ 








ou bien 





. P 2rdkV A 

V[42—B')(4— C')] 
Cette expression de T' doit s’accorder avec celle qu’on voit dans le second 
membre de l’equation (43). 

Pour rendre cette identit& evidente, je remarque d’abord, que 

RER 4 m 4 f 
(4-B) 4-0) — 2° -2BHO)+BGC Tar 4 (AH+BFC)+BC 

A’? 
— 73 -A7AIBLO)TFBO" 
Mais nous avons demontre dans le No. 9. que les trois quantites A‘, B', C' 
sont les racines de l’@quation (21.); partant on a: 
ABC=mnk; 

A'’+B'+C = ki+-m+n)—a(m+n) mb’ (1+n)—nc’(1--m); 
A” —= A" (A’+B'’+C) +4 BC —A'hlmn@@® +’ +cC)—k(m+n+mn)]. 


Donc la fonction des racines 


58. 

















A' 
(L—B)4—C') 
est Equivalente a la quantite 





4: 
4 (44 B’+C')+3 4 B'C’— 2.4 h|mn(a?+b?+c?)—k(m+n+ mn)]" 
En divisant par A‘ le numerateur et le d@nominateur, et remplagant en- 





suite 





par 2 = y, on aura 
VA Ar 
V[((4#—-B),4#—(C] ” vVU 
ou je fais, pour plus de simplicite, 
U= —a(m+n) —mb’(i+n)—ne(1+m)— Imnv(a+ + c) 
+Akli+m+n)+2v(m +n-- mn) + mnv]. 


h 
Aq' 
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Maintenant, si l’on remplace iei k par sa valeur fournie par le premier 
membre de l’equation (10.), on aura: 


U= lH vm+n) +mav] +7 — Utvd+m)+nv} 
\ Peer -+v(1+ m) + mV]. 


Cette expression peut ötre Ecrite ainsi: 
y — ?Urmv)(in) „eier Pe "ce" dhm)ihmo), 
1+v 1+-mv 1i+nv 
et en la rapprochant de celle de Q° donnde par l’equation (14.), il de- 
vient manifeste, que 











U= er s 
(--») Im») (iv) ’ 
ce qui rend coincidentes les deux Equations (43.) et (58.). On doit done 
regarder comme directement demontrees les differentes formules rappor- 
tees dans les Nos. 12, et 13., pour exprimer lattraction de la couche 
elliptique terminde par des surfaces semblables, ainsi que les formules (H.) 
qui donnent l’attraction -de lellipsoide entier. Et ces formules une fois 
etablies, il est facile de les ramener ä la forme des formules (ZL‘.), en 
faisant en sens contraire la trausformation operee dans le No. 12.; c’est- 
ä-dire en posant, respectivement: 
FIORBRER... 16, „SFIRRRENSER vPHRESTEBEAEN. SRTWEAERN 20 
1+u” 14+»’ 1+mu  1-+mv’ i+nu A-+nv? 

dans les expressions de X, Y, Z qui constituent le second membre des 
Equations (H.). 











22. Si le point attird dtait plac® sur la surface exterieure de la 
couche elliptique, la direction de la force T serait normale ä cette möme 
surface, conformement ü ce qui a et@ dit dans le No.12. Or il est clair 
que, dans ce cas particulier, on a v=0: donc la formule (43.) donne 


2ndk 
59. T= V (a? + m? b? 4n?c?) * 


Cela pose, il est facile de d&montrer, que cette force est proportionnelle 
a l’epaisseur de la couche, au point determine par les coordonndes a, b, c; 
c’est-it-dire au point attire. En eflet; Pequation 


@+mb®’+n®—k = 0 








donne 


dc a de mb 


Er Ann ae == u — 


nc’ db nc 











17. Plana, sur lattraction d’un ellipsoide homogene. 235 


Mais on sait que (C’—c)yY(1+p?-+-4°) represente la longueur de la nor- 
male depuis Ja surface jusqu’au point determine par les coordonndes «', b’, c’: 


donc, l’&paisseur de la couche est ici exprimee par 


e— v (a + mb? + n? ce). 


n 





Or nous avons 
a pmörtne® = h+dk, dtmö tn =; 
et par consequent 
dk = (a + a) — a)+ mb’ Hb)\b—D)ın(c+c)(C— ec): 
donc en observant, que les @quations de la normale donnent: 
/ / / / b 
“—a)—(d-) = 7 W-)-(d-)— = 0, 
il viendra 
Ban 
dk = "2 [a(d +0) +m’bb +) +melc+0). 
Il suit de lä qu’en nommant E, l’Epaisseur de la couche, on a 
dkV (a? -+-m?b?-Ln? c?) 
E, = a‘ p/ u. of ’ 
a? (1+ ) --m?b? (1+-) +n?c? (1+ <) 





’ R di A ' 
Si l’on observe maintenant, que les rapports —, 4:57 different de l’u- 
a c 
nitE par des quantites du premier ordre on en conclura qu’en negligeant 


les quantites du second ordre, on a 


dk 
I. PL 2V(a?-+m?b?--n?c?)? 


ce qui rend la formule (59.) @quivalente ä celle-ci: 
61. Tm=hr.E. 

En retablissant par la pensee le coefficient qui mesure lintensit@ de l’at- 
traction (coefhicient que nous avons tacitement suppose Egal a l’unite) cette 
formule revient ä dire, que l’attraction d’une couche elliptique terminde 
par deux surfaces semblables, sur un point de sa surface exterieure est 
normale ä cette surface, et proportionnelle A l’epaisseur de la couche en 
ce point. En partageant l’Epaisseur E,, depuis la surface interieure de 
la couche, dans un nombre infini d’el&mens rectilignes exprimes chacun 
par dE,, chacun d’eux sera sollicit@ par une force proportionnelle ü 
TdE,=4»E,dE,, puisqu'on sait que l’el&ment dE, n’eprouve aucune 
action de la part de la couche qui lui est supdrieure. Donc, la somme 
des forces qui ont lieu sur la totalit@ des points distribues sur l’Epaisseur 
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“entiere Z, sera proportionnelle a l’integrale 47 fi E,dE,=2r.E:. Cette 
somme, on resultante, &tant appliquee ä tous les points de F’unit& super- 
ficielle constitue ce qu’on a coutume d’appeler la pression contre Tair 
environnant, lorsqu’on adapte le principe pr&cedent ä une couche elliptique 
formde par l’electricit@ en Equilibre sur la surface d’un ellipsoide. Car, 
la loi de cette force repulsive @tant la raison inverse du carre de la di- 
stance, il est evident qu’il suffit de changer le signe du r@sultat final pour 
passer du cas des forces attractives a celui des forces r@pulsives. La 
pression sur un El&ment superficiel » sera done proportionnelle A 2rwE? 
— 4T.E,w: mais E,w repr@sente le volume du petit prisme ayant % pour 
base et E, pour hauteur: donc il est permis de dire, que le fluide &lec- 
trique exerce sur chaque element superficiel de l’air envirennant une pres- 
sion qui est en raison composee de la force r&pulsive et du volume diffe- 
rentiel de la couche qui lui est adherent. 

Cet Enonee revient ü celui que l’on aurait immediatement en sup- 
posant egales toutes les forces repulsives Emandes du petit prisme E,w: 
mais, pour la clart@ des idees, il n’etait pas inutile d’etablir une telle 
distinction. 

Pour une couche elliptique de revolution, la formule (43.) donne 


62 T— 2r.dkV (1+»v) - 

’ V la? (1+ mv)? +m? (db? +c2)(14+»)2] ’ 

ou l’on doit mettre pour y la valeur rapportee dans le No. 6., en se rap- 
pellant, que a, db, c sont les coordonnees du point attire (exterieur ü la 
couche) comptees depuis le centre de la couche. 





D’apres ce qui a ete dit en finissant le No. 6., on pourra adapter, 
de la möme maniere, la formule (43.) au cas ou le point attird serait place 
dans le plan d’une des trois sections principales de la couche elliptique, 


23. Pour mettre les formules (Z.), etablies au commencement du 
No. 12., sous la forme explicite des transcendantes elliptiques de pre- 
miere et seconde espece, il faudra leurs appliquer la transformation en- 
seignce par Legendre. 

Apres avoir fait; 





ea Asind = YW—ch); Arco = C,; 
Eos 1 
yeya-pad; FEd=/Ti EWM=/2at; 
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on trouvera de cette maniere 
PR in? 

3Mb 4 dpsin?p, 
© a 
Z= 3Mec gr dptang?p, 
(a? — 2? ” 

ou M designe la masse de l’ellipsoide. 

Les trois integrales &tant r@eduites aux transcendantes elliptiques 


sont telles que in a: 


Pfr = FD —EHO; 


nf Sr sin? p — Etp, y— A—p)F(p, y— p’ sind cos@ 














L". x Y= 

















Ai ’ 





a 7 = Ntangd— E(p,), 
0 


en observant, que A = y (1—.p? sin?d). 

Pour saisir le principe de cette transformation, il faut consulter les 
formules donnees dans les pages 257 et 550 du 1” Volume du Traite des 
fonctions elliptiques de Legendre. 

On sait que les formules (L‘’.) s’appliquent aussi aux points attirds 
qui seraient interieurs ü la masse de Vellipsoide par le seuwl changement 
de la limite 6, qui, alors doit ötre determine par les @quations 

a, sind = y(a? — c?); a,cosd = c.. 

Les formules (Z‘‘.) partagent donc avec les formules (Z/.) la pro- 
priete remarquable, d’embrasser les deux cas de l’attraction sur les points 
interieurs et exterieurs A lellipsoide par des integrales qui different uni- 
quement par les limites entre lesquelles elles sont prises. 


24. Pour un analyste, il est curieux de voir, comment les formu- 
les fort simples designedes par (L’.) dans le No. 12., sont reductibles ü la 
forme plus compliquee sous laquelle elles se sont presentees ü Legendre 
en composant son M&moire sur le m&me sujet qu'il a publi€ dans le Volume 
de l’Academie des Sciences de Paris pour l’annee 1788, 

Pour 'cela, je remarque d’abord, que l’expression de la force X 
peut ötre Ecrite ainsi: 

Crelle’'s Journal d. M. Bd. XX. Hit. 3. 31 
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he ref 2.) 
vI( |(m—(m—1) 1) r-@-12,)] 


ou on peut faire v= —, en prenant pour £ la racine positive A’ de l’e- 
quation (18.). 











Cela pos&, jimagine deux variables w’ et Ö liees par l’&quation 
a? m? b? n?c? 
63. PL a a a 
tout=-A=-fait semblable ü lP’equation (18.), et je fais 
? 2 . 
ae: © 7 Zen 7 De 
A la limite <= 0, on prendra &=0; et ä la limite x =1 on satisfera 
ä cette dquation en prenant (=Ah, W=4)". 





En multipliant par w* les deux membres de l’@quation (63.), il est 
facile de voir qu’elle peut &tre mise sous cette forme: 


5 p) 2 m? b? 2 0? 
5. "=ewlet-— + IA -]- 
























































—(m—1)w? n—(n—1) w? 
En differentiant cette @quation par rapport ü w’ et w’, on aura 
m? Dd% nt c? 
d. = G y m — (m —1) w? ug — rn | dw’ 
(m —1)m? b? (n—1)n? co? F 2, 
7 [m —(m— 1) w?]? In — (n—1) | w’d.w 5 
ou bien 
2 —— Ig? m?b? n? 0? Eis 2 
oe a + m — (m —1)w? + nm lew 
m? b? [m — (m —t)w? — m] n?c?: [n— (n—1) w®—n] i 
yrh [m — (m —1)w?]? [zn — (n—1)w?]? |a.w : 
Donc en reduisant, on a 
a m?’ b?® n°c? „ 
66. ww = |« + [m — (m — —1)w?]? nn 
- 15 __ 3 ad.w? 
Mais dw)’ =5 Veor+ 5, partant 
3 30? de‘ 
d.(w’)” = 
m 53(03 + 5° 2 n°0t(o: +0 
Vw+9[e+ (w? mL)? — (v2 +ng)? J 


En substituant cette valeur de d, (w?)? daus lexpressioh pr&oedente de X, 
et faisant pour plus de simplicite, 











” 
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a? (0? m £)(w? tn) 
7. A- m 


on trouvera 


YAı 3 
ir A?’.0? do 
68. = uf A" m? a? b? (und)? +n:a?r c? (wm &)? ° 
Cette expression de A est conforme ü celle trouvde par Legendre (voyez 
p- 483: du volume eit&) en observant' qu’on doit y remplacer { par la 
fonction de &’ ‚qui donne la racine positive de l’equation (63.). 





Par exemple, dans le cas fort simple oü le point attir& serait place 
dans le prolongement de l’axe des a, il faudrait faire D=0, c=0; ce 
qui reduit la formule (68.) 


x _ tr /(’" _otdoV(or+d 


as Vllo*+milo? nd]? 


et l’&quation (63.) aw +Ö=a. De sorte qwil faut ici remplacer / par 
a«@—w. Alors, on a 








er VI. a] Pe] 


n 
Pour avoir la limite 4’ il faut faire = h = a’—.a?, dans l’&qua- 
tion WC =ua’; ce qui donne wW—= A’=u?. Donc, en posant w=a,, 


a? a? 
.— — I , 
m = > nn on aura 
ı ı 
1 2? dx 
X = 4rab,c / — — ; 
ES Ye + — ar)r?] [at + (et — ai)e?]}? 
c’est-ä=-dire un resultat conforme “ celui que donne la premiere des trois 


quations (L.) posdes dans le No. 12., en observant que, dans ce cas 
partioulier, A, = «a. 





Pour donner, dans la formule (68.) ü !a diffrentielle soumise au 
signe ‚integral: une interpretation geometrique, rappelons nous la remarque 
faite en finissant le No. 15. Suivant cette remarque, toute valeur de w? 
comprise entre zero et A’ peut ätre &galde ü la fonction designee par R°, 
et determine une surface conique qui penetre lellipsoide de maniere que 
la valeur (de w* est: constante pour tous les points de la surface ainsi for- 
mea dans l’interieur de lellipsoide. Donc, les deux surfaces coniques con- 


secutives, correspondantes aux valeurs de » et w-F dw de w, retranche- 
31* 
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ront dans la masse totale de l’ellipsoide une couche conique dont l’at- 
traction parallele a laxe des x, sera exprimede par 


4n 43.02 du 
4: + m? a?b? (wu? --nL)? + n?a?c?(w? + md)? 9 
c’est-ü-dire par une fonction des cinqg quantit@s constantes m, n, a, b, c 
et de la quantit@ variable w. De sorte que, c’est seulement dans les limites 
de lintegration subsdquente par rapport ä w, qui demeure indiquede, qu’on 
peut apercevoir lexistence de l’el&öment k qui rend differente Vattraction, 
sur le m&öme point, de tous les ellipsoides semblables et concentriques. 
Les artifices de oalcul par lesquels Legendre est parvenu äü une 
demonstration directe de la formule (68.) sont fort ingenieux. Mais, il 
est impossible d’appr&cier au juste le degre de la complication et le me£rite 
de la difficult® vaincue, sans suivre pas a pas les transformations et les 
reductions ä travers lesquelles on doit passer pour mettre en &vidence la 
propriete caracteristigue du resultat obtenu par le procede de son inte- 
gration. Malgre& les indications laissees par Legendre il n’est pas fort aise 
(Ju moins pour moi) de retrouver, ni les r&sultats intermediaires ni le 
r&sultat final. Je pense qu'il ne sera pas tout-äA-fait inutile d’exposer ici 
avec detail la marche que j’ai suivie par y parvenir., 





$. 4 
Demonstration de la formule donn&e par Legendre dans la page 479 du Volume de 
l’Academie des Sciences de Paris pour l’annee 1788. 
25. Soit 


sc y z 
. 008 Oi, = ß, — = c08Y 


d’apres la formule (54.), nous avons 


a 2//. Rcosa.ds 
ii cos? «4m cos? f-Hn cos? y 


pour la composante parallele ä Paxe des x de la force attractive de l’el- 


lipsoide entier. Ici, on doit prendre pour Z l’expression qui termine 
le No. 18. | 


Cela pose, si l’on fait 
co84 = sinp.sing, cosß=cosp.sing, COSY= 0084, 
on aura 





ds = dp dg.sing. 
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D’un autre cöte, nous avons 
x 


HEVTEFAFT ee ap TEE 
donc en faisant 











D P4 u E 
=, y rn 


x 


on aura: 
= — 2 cooß= ei co8y = Y- : 
ei: +y’?)? V(ifz” + y'2)? Yydran + y’2)" 


et par consdquent 











Vi+2') 











1 .! | 1 
tangp = 7; sınp.tangg = 2, tangy = pi ; 
dp = up. dg = —ong.ylita.; 
dx’ dy’ RB dx’ dy’ i 
ae (+2? +y°)Vite®)’ 7 (1-22 4+yr2)? : 
dx’ dy’ 





coad.ds = Afaza ya 
Il suit de la que 


eo Rdx'dy 
69 A= N Bern 
Ir — etmbetre)— ritma”hny'?) 
; I1+ a'? +-yr’? 
Actuellement, si ’on veut introduire la variable R? au lieu de y‘, il faudra 
tirer de cette expression de R? la valeur de dy’ en regardant x’ comme 
quantit@ constante; ce qui donne 
RdR(1+x”+y”) = dy‘ Ine(a--mbz’+ncy)— nhy—y'R?]. 

Eu substituant la valeur de dy’ tirde de cette &quation dans l’expression 
precedente de X, il viendra 








RA? dRdx’ 
i= N 

Mais, en posant, pour plus de simplicit& 

FE = R+ni—nd; 

@ = a +mba'; 

HU = (a+mba'’— k(1+mz2”)— R’(1+x”), 
lexpression de R? fournit l’&quation | 
Ey" —2nc.@'y' = M' 





de laquelle on tire 


Fy =ne@+y[nc6%Y+HF'/]; 
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partant on peut Ecrire 





dx’R?dR 
= 2) Em TEFN T 
Le binome (nc@‘)’ + HF‘ Etant ordonn6 par rapport ä& x‘, prend la forme 
— Mr” + 2Na'—=E‘, 


\ , 
ou Von a 





= (RR + mh—m’b) F'— (mnb c)’; 
N' = mab(n® + F'); 
= (R+h— a) F'—(nac)). 
Donc, en decomposant ce trinome en ses facteurs, on dura 
(ncG@” +-F'H' 
_. 77 [M’x’— N'—y(N?—- EM) [Mx'—N + y(N’—E'M')]. 


Comme la quantit@ Y[(ncG’’+-F’H'], par sa nature, doit ätre reelle 
dans toute l’etendue de-Ia double integrale, si l’on admet, pour un mo- 
ment, que le coelficient M‘ demeure positif dans cette dtendue, on 
pourra faire 





M'x'—N' = c0os®.y(N”’—-E'M'’); 


ce qui donnera 


vlnee@ FF] —= sind. er 


& ; FR er 
F'y'—nc@' = sind. Y(— 7), 


de = YO LISTE. 29. apylae@ tEr), 











Aiusi, en faisant pour Rn, de simplicite 
vn vN— EM), 
et observant que | 
MG' = M'(a+bx‘) = M’a+mbN'+mb.D‘'cos®, 
Ma+miN=aR+ml)F, 





on aura 


0%. Mx—N =D on 


71. Fy'—anc(R mh) Dr — mnbc. — cd = ER. 
Les expressions pr&c®ödentes de M'’, N‘, E’ donnent 
D°—HF fr: (mab)’ + 2(mnabe’ — FR +k— a) (R’ + mh—m’b*) 
om + (mnbe){R’+R—a)+ (nac) (R’+ mh —m’D}) 


_ gu JE mad) + (mnbe)'(R’+A) +(nac)’(R’ Fan 
Er } — F(R+h—a)(R + mk— m’) 
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En substituant pour #" sa valeuer R’+nh—n’c’, dans le second facteur 
seulement, on trouvera 
D' = DyYF'; 
ou Fon a fait pour plus de simplicite 
7. D= a(R+ml)R+nl) HmW(R’+R)(R? Inh) 
+ ER +R tm) — (R+h(R-+mh)(R tal). 


D’apres cela, expression pr&ecedente de X peut ötre decrite ainsi: 
MR: dRdy , 
u 2 ea 
ou l’on a fait: 


P= N+-DyF.co® = mab(R’+nh) + DyF'.cos®d; 
= nac(R-+-mh)+ os +DY..sin?. 


Les expressions de M’, N’, E’ peuvent ötre mises sous cette forme, 
714. M'= R-+ml)R-+nl)— md R+nk)—ncd(R’-+ mh); 
75. N = mab(R’+nh); 

16. E=(R+lR+n)—ne(R+)—a(R-+nh). 
Par le rapprochement des &quations (72.) et (74.) on voit aussitöt, que 
MR+l)—= a@(R+ml)(R®+nh)— D:; 
c’est-ä-dire que 
17. wm ZU Ri+mm(Rtnn,__ Dr 
R?{% Rı-n 


L’&quation (72.) revient A dire, que 


2 2 2 2 a? m? b n?c? | 
7. D=(R+h)R-+mi)(R+ nk) + n trat 
Nous avons deja fait remarquer, qu’on a R’=0 sur la courbe de contact 
du cöne circonserit ü lellipsoide, et que la plus grande valeur de Mt” est 
la racine positive A’ de l’&quation (18.). Or il est manifeste, par le rap- 
prochement des @quations (18.) et (78.), qu’on a en m&me tems: 
DD =0, PB A, 


t 
Comme x’=cotp, et y'= an 





Y 











on voit par les Equations (70.) et (71.), 
que les limites: de ® sont D=0 et ® =?m, tandis que celles de R sont 
R=0et R=yYA4'. 

Donc, l’equation (73.) etant Eerite avec lindication Du limites des 
deux integrations, devient 


299 X-9% MERaR/ ik a 


u 








M?+mP?+nO:' 
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L’@quation (77.) demontre, que M' a une valeur positive lorsque D? — 0, 
ou bien R=A'. En faisant R’= 0, on voit par P’equation (74.), que 
M' = mnh(h—mb’— ne) = mnh (@—k), 
c’est-A-dire une quantit@ positive en supposant “>%k. Si on avait 
a <k, la quantit@ M’ deviendrait negative ü la limite R’= 0: mais on 
peut faire abstraction de ce cas, et le r&sultat obtenu en supposaut M’ 
une quantite toujours positive s’appliquera, en vertu de sa forme, mü“me 

au cas ou lon aurait ® <A. 

La formule (79.) est celle que Legendre obtient ä la page 472 du 
Volume cite plus haut. Avant d’aller plus loia on peut remarquer qu’en 
y faisant D=0, et par consdquent 

Mm — a’(R?-—-mh)(R?-nh) 
R?+n 
elle coincide avec la formule (68.), si ’on admet en möme tems, qu’on 
doit @liminer }, en y substituant pour % la fonction de AR” resultante de 
la solution de l’equation D==0 par rapport ä la lettre 4. 

Comme on sait, quela formule (68.) est la veritable, des qu’on prend 
AR’ pour variable, on ala certitude, que integration par rapport ä® doit 
conduire au m&me re@sultat, en partant de la formule (79.). Si cette -iden- 
tit@ n’est pas @vidente dans le r@sultat ainsi obtenu, cela tiendra ä la cir- 
constance qu’il deit coincider avec celui qu’on obtient d’abord en faisant 
D=0. Et souvent, dans le Calcul Integral, il faut revenir A la formule 
me&me qui est soumise au signe de lintegration, pour avoir moins diffici- 
lement les resultats relatifs aux cas particuliers deEpendans d’une integra- 





(voyez l’&quat. 77.), 


tion moins compliquee. 
Si on ne veut pas revenir de la sorte sur la formule primitive, il 


faut savoir preparer le resultat general de maniere ä pouvoir en conclure 
le cas particulier qu’on envisage. C'est ordinairement par un developpe- 
ment convenable, ordonne par rapport ä la quantit@ qui doit ötre annulee, 
qu’on atteint le but. Cela revient ä imiter le proc&d& dont D’Alembert 
a donne l’exemple dans le cas de l'integration des equations lindaires ä 
coefficiens constans, lorsque l’&quation algebrique dont integration depend 


a des racines @gales. 
Legendre, qui voulait, A toute force, tirer de la formule (79.) le 


thöor&öme de Maclaurin dans toute l’etendue dont il est susceptible, a 
conduit lintegration de manicre & mettre en @vidence dans le resultat la 
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double propriete quwil a: 1°. d’exiger la condition exprim&e par l’&quation 
D=0; 2°. d’ötre assujetti a la condition, «que la quantite % doit ätre &li- 
minde et remplac&e par la fonction de .R? tirde de l’&quation D= 0. 

En suivant un proc&de d’integration different de celui imagin& par 
Legendre on aurait un resultat, vrai en lui-möme, mais sous une forme 
tellement differente qu'il serait tres dificile d’y reconnaitre cette double 
propriete. y 

Pour faire mieux sentir, en quoi cette difficultö consiste, considd- 
rons le cas particulier oü le point attire est plac& dans le plan d’une des 
trois sections principales de Vellipsoide. Alors on peut faire c=0; ce 
qui reduit la formule (79.) a celle-ci: 


in y4' 2 2% Mt ao 
7 2/ R aR/ A+Bcosp-FC cap’ 


ou Fon a fait, pour plus de simplicite, 
A= M+mal(R+nh)+ er 
B= 2mabD(R’+nh)?; 


c = mD4(R'+ nl) — 0 


Or, en executant Pintegration par rapport üä D (apres avoir d&compose& le 

coefücient de d® en deux fractions partielles), on obtient 

Xi af" MER? AR[AHCHV(AHCH —B2)] 2a) 
VKAHCE”— B’)V AHV (AO) — B?)? — C?)]’ 

sans que rien puisse indiquer. l’equivalence entre.,ce rdsultat jet celui qu’on 


aurait en y faisant D=0, et eliminant ensuite 2 par sa valeur en R’ 
tirde de cette &quation. .. 








an 


... Ce fait, est d’autant plus remarquable que, ..si;,au.lieu de traiter la 
double integrale entre les variables #° et ® on la traite avec les variables 
primitives 9 et 9, il est possible de trouver pour Ä, dans le cas de c=0, 
une expression oü le theor&me de Maclaurin ‘est rendu &vident par la 
forme ‚m&mg ‚du resultat, ainsi que cela se. trouve demontre ‚dans le Me£- 
meire de Legendre.., | Dans le cas. plus simple ou-J'on A:ala fois, ce 0, 
d=0, lexpression prec@dente de X devient ä cause de B— 0: 


„a va MeR2AR 
ro im) vaarı)' 





-] 


Crelle’s Joarnal d. M. Bd. XX. Hfi. 3. 
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Mais ici, 
D’’ = M(“—R—h); 
Pr n(a? —R?h)], 
A M [1+ R?’+nh |; 
A+O = MM +m(R'+al)@ RN]; 
M' = (R+ml)(R + nl); 





| 


partant 
= ya R:dR 
i= imf y IR? Enh+n(a® — R®—n)j[R®-Fmatm(a —R?—n)]) 
ou bien 
yA4' R?dR 
a Kr nenesrungengrrus 


® M ’ 
ce qui s’accorde avec le resultat connu. 








Le parametre A, qui disparait ici fort simplement, doit aussi dispa- 
raitre dans la formule (Y’‘.). Mais, pour cela, il faudrait pouvoir delivrer 
cette expression des facteurs communs au nume£rateur et au denominateur. 
Alors on verrait quelle se reduit ä une fonction des differences 


m(R+nh)—n(R-+mh); m(R+R)—(R’+mb); n(R-+R)—(R-+tnı). 


Mais cette forme de l’expression de X n’est pas favorable pour apercevoir 
une telle reduction. 


26. Voici par quels moyens ce but a &te atteint. Legendre a 
d’abord remarque, que lintegrale de la formule (79.) relative ä la variable 
® demeure la möme en y changeant ® en ®-+e; € Etant un angle con- 
stant. En eflet; il est ici’ question d’une integrale definie de la forme 





va dp =/.' 2 
R at+bcosp+esinp+tesin2p+fcos2p'7 J N * 


Or il est clair que, si, au lieu des limites O et 27, on prend e et ?27-+e, 

on a ?2z7-e Kaper: | | 
gt dp 10, 2re-te dp 

r N, N sr IH1F 

0 . 1 € 

Car, le d@nominateur N prend, depuis 27 jusqu’& 277-Fe les memes va- 

leurs qu'il a depuis P= 0 jusquwä P= e. Cela pose, faison P=Y-+: 

il viendra f 











€ 


TE” y du. 
| + b cos(w+e) + c sin(w+e) + e sin (2y-+-2e) +f c08(2y-++-2e)" 
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Actuellement, rien n’empäche d’eerire ® au lieu de Y; ce qui rend la 


. .,. 27 d . u x 
valeur primitive de / n egale A celle qui a lieu, entre les mömes 
0 


limites, apres avoir remplace ® par P-+e. 


D’apres cela on peut remplacer, sous le signe integral, P et Q par 


DVYF i 
P= mab(R+nk)+ VI tng: os) [cos® — sinD.tange] ; 


NL. DVF' 
0 = nac(R-+mh) + VA tans 
DV F' . 
— Fr rng?o) [mndc.tange—y M/] sind. 


Actuellement, si l’on fait 
tange = ZyM 








” [mnbc-+ YV.M’.tange] cos ® 





(A et B Etant deux quantitds qui seront determindes dans un moment) 


on Aura 
m DBY F' Äd:. 
P= mab(R'-+nh) + VELWE [eosP —v m. sing]; 


Ä DBV F ee 
OO = nac(R-+-mi)+ FYBILmWE) mnbc+M S] cos® 


DBYVF' Imnbce. AV M’ . 
 FYBe+MA)L B —yM| sin P. 
Maintenant on voit quil convient de prendre 
A=nc, B=mib(R-+nA). 














De la on tire 
mnbe.B+MA = nc(R+nh—n’c)(R’+mh) = ncF'(R+mh); 
mnbe. A—B =ml(W"“—nı—R) = —mb.F'; 

et par consequent 


P=mab(R+nh)+ [mb(R’+nh)coo® —ncy M'.sin MD); 
0 = nac(R’-+md) + [nc(R’-Fmk)oos® + mb YM'.sin®]DY(- rn =). 
D’apres l’equation (74.), on a 

B+M2# = FImb(R+nh)+n’®(R’--mh)]; 
donc en faisant 








0. U’ = mb(R'tHnh)+nc(R’+ma); 
si. M=T= (R-+mh)R’+nk)— U? 
_ ar(R?+mh)(R’tnn) De 
= R?-+-h R?-+-n 


on aura 


32 * 
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8 Paz mb(R’+nh)(a+ 2 008) — Tnc.sin®; 
3 Om a ch mb. sin D; 


84. en f"" TR: ar FE 


En posant, pour plus de simplicite, 
a = mV (R-+nh’+n’?(R’+mh); 
B = mn (mb’--nc) T; 
y= Imnbe(n—m)RT; 


we EICHE TIER 
— T’+ «(a + 7.c0P) +7; - sin? :O+Y(a+2c0sP).7 — sind. 

On ne peut pas dire absolument, que ces dernieres expressions de 
P et Q soient plus simples que les primitives; mais elles sont plus sym&- 
triques dans leur forme, et cela peut contribuer ä donner lieu, dans le 
resultat de lintegration, ä des simplihcations qui, autrement ne seraient 
pas apergues. Toutefois, il est permis de croire, que Legendre n’a pas 
vu a priori un tel avantage, et que c’est seulement apres des essais justi- 
fies par des calculs ulterieurs, quil a donne la preference ä la for- 
nule (84.) sur la formule (79.). Un recit naif des tätonnements de ce 
senre serait fort instructif; mais, par des motifs difficiles  deviner, il est 
rare de rencontrer dans les &crits des grands geometres des exemples com- 
parables a ceux qui nous frappent en lisant les ouvrages d’Äuler. 


Au reste, la formule (79.) a aussi ses avantages. Par exemple, 
dans le cas particulier oü le point attir& serait plac& sur le prolongement 
de laxe des a, on aurait 5=(0, ce=0; ce qui introduit dans les formu- 
les (82.), (83.) lexpression zero divise par zero. Au ooniraire, les ex- 
pressions de P et Q qu’on voit dans le second membre des Equations (Y.) 
trouvdes dans le No, precedent, donnent 

P?: = D’F'.cos’d; =D. — sin’ ( 
ou on doit faire 
M'—=(R+mh)R+nb); D’=M(«@—R—h); F=RHtnı. 
De sorte quon a 
P?: 
F 





ıl viendra 


M(R+nh) (a — R’—h)cos®’d, 
M'(R’+mh)(a@— R’—h) sin’®. 
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En introduisant ces valeurs dans la formule (79.), et faisant pour un moment 


= M’+@— R—ı) |mnı +22 R7]; 
P= @-R-n("77)R 


„az yA' » Fr ” YM'2dy A 
— 2/ R aR/ a 


d’oü Fon tire, en exe&cutant l’integration par rapport ü ®: 
u y4A YM’.R:dR 
gm auf Va) 
La formule (16.) donne A=«a°— k: partant 
a+ß = M'+mnh(k—R) + (k—RN)mR’; 
a—ßB= M+mnia(kk—R)+(k—R)nR; 


at? = M+mk—R)R’+nh), 
a—ß = M’+nk—R)R-mb). 
Donc l’expression pr&cedente de Ä donne, apres avoir substitu@ pour MM‘ 





il viendra, 








ou bien 


sa valeur: 
R?aR 


; y4 . 
A = if v IR?’ + mn mik— R®)][R? -Enatn(k—R:)]\ 


ou bien üä cause dd ®=4k+k: 


ra MR 








n 
L’&quation (18.) donne dans le cas actuel «* = A’+-A, dest-ä-dire 
4’ =k=a?t, Ainsi en faisant RA = a, obtient 


Z= Ara bc. 
u 


u x? dx 

v le’ ter — ar)? ][a? + —ar)x?]}’ 

ce qui s’aecorde avec les formules (L.) posees au commencement du 
No. 12. Mais il faut bien observer, que cette formule est ainsi trouvde 
direetement, sans l’emploi du theor&me de Maclaurin. Or cela n'est pas 
facile en operant autrement. Lagrange möme s’est contentd (Voyez M£- 
moires de P’Acad&mie de Berlin pour l’annee 1775, p. 273) de demontrer, 
pour ce cas, le theor&me de Maclaurin, sans faire voir, commeut on pou- 
vait a priori reduire aux. transcendantes elliptiques son expression de X 
qu’il obtient A la page 276. La complication de cette formule oflre un con» 
traste frappant, lorsqu’on la rapproche de celle que nous venons de trouver. 
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La seule inspection de la formule (84.) rend. manifeste la possibi- 
lit© de lintegration relative a ®: mais elle exige, que le denominateur 
T’+mP°’+ nO° soit decompose effectivement, en deux facteurs de la forme 

(A, +B,cos® +C, sin®)(A) + B, eos® + C sind); 
et cette operation, qui parait facile, demande une adresse, dont Legendre 
etait peut-Ötre le seul homme capable, pour ötre conduite de maniere 
pouvoir lire dans le resultat la propriet@ qu’on veut demontrer. 


27. Avant tout jfobserve, qu’en faisant pour un moment: 
D u ; 
a+ od =r, PYandey, 
la fonetion T+mP°-+n0* prend la forme 
A+Bx’+-Cy’+Ery. 
En multipliant les deux facteurs 


(a+Bß2+yyY)(i+P'x—y) 
on obtient 
2 
a+ B+aP)e+PP + (ey May— Ey; 
c’est-ü-dire un produit qui ne peut devenir une a la fonction 
A+Bz’+Cy’+Exy, sans poser l’&quation 
Ptaßf=0. 

Mais, alors on aurait seulement disponibles les deux coefhcients a et yY; 
et il serait impossible de satisfaire aux trois @quations fournies par l’ega- 


lit& des trois coefhicients de x’, xy, y’. Legendre surmonte cette difhi- 
culte par Vartifice suivant. Il Ken d’abord, m. 


ey = (a+ 7.005) + - sind = a + +27 D c0s®, 


ou bien 
2 
ty = d- ze +2a(a+ 2.005) — 2a: 
de sorte qu’on a l’&quation 
2 

+ y—2lact® — A B 

En remplagant M’ par 7”, l’equation (77.) donne 
D = «(R+mlh)R+nh)— (R-+4) T’; 
et l’equation (81.) donne 
@aU’—= «(R+mh) R+nk)— a T’, 


D? a? U?—D? 2 2 
85. a ne = = in MR +h—au )e 








U2 
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Donc nous avons l’&quation 
2 
+ y—2ac+ ; (R+ı—a) = 0, 
Ainsi, rien n’emp&che d’ajouter cette quantit@ nulle, multiplice par 
un coefficient indetermine H, un trinome T*+-mP?-+-n0Q°: alors, en 


remplacant P et Q par leurs valeurs fournies par les &quations (82.), (83.), 
on aura 


T’+mP+n0'+H(@+y)—2aHx+ HT; (R+h—a') 
— T'+H GR +h— “)—2aH(a+77 cos ®) 
+ [H+ mb’ R-+ nV)’ + n’®(R’-+mh)] (a+ 7008®) 
+ [H-+mn(mb’+nc)T°] Fr sin’® 
— !mnbc(m—n) TR’ (« +77 7eos®) 7 — sin®. 
Cette expression @tant de la forme 
A—2aH(a+ 7 cosP) +B(a+ 7 cos®) 
+E = sind —? Gla+7 — 608 7 sind, 
on peut la supposer egale au produit de ces deux facteurs: 
4A +AV(a+ = cos®) +AV‘ u sind, 
2aH D ‚D_. 
1— (7 + =) (a+7 0080) —V’ sin®: 
il suffit pour cela d’etablir > Equations 


B=—V(4V-+2aH), E=—AV, G=AVV'+aHV‘, 
| et d’en tirer les valeurs de V, V‘, H. 














Comme 
HT? 0) 
A= T'+ U: (R-+-h—a), 
il convient de prendre 
U? T? 
H= — zZ 


alors Z sera la nouvelle ind&terminde qui remplace MH. Par la substitu- 
tion de cette valeur de H on a donc 


‚= ZZ- R—h+0); 
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V?T: . ‚2YalTR 
B+ —-(Z-R—I+u) — 9 7 Pi: 
YV'!: T* 
E-+ —z- (Z—-R—ıI+0) = 0; | 
VV'T: 7 
5 (Z-R—ı+0a) 27 u 6; 
ou bien en remplagant B, E, @ par leurs valeurs: 


IA /MR? 2 322/P? U? T? 2 Tı 
mw Hana +neR+mAR — — + Me Z—-R—ı+ 0) 
BE 7 7’ 
== . : 


mn (mine) 7— — + —— Z-R—ı+a) = 0, 
vr'T. n r av! 7 

Z (Z—R—ıh+0) — 2 T? — (m—n)mnbe TR, 
l’&quation (80.) donne | 
U— mn ad’ +n?)Z= —m’V(nZ— R—nl) nd (mz — R—ml); 


donc en faisant pour plus de simplicite: 
































n=R’+h L= Z-—-i 
ß. v —= R+mh)\, P’. M= mZ—u | 
vy=R+nh N=nZ-—v 





les trois equations prec@dentes pourront &tre &crites ainsi: | 

6. PT: L+a)— V"T—2aıV/ UT +WbVYZtneWZ = a, | 

87. V’TL+-ÖO)+mWV”’N+neM=0, 

8 VVT(L+-)—-aV' U’ T—mndbem—n)ZR’ = 0. 
Maintenant, si l’on fait dia id 

14  „ 2s a 
V’'’— — V’— 2 = Hp 

on aura, en tirant la valeur de V de l’equation (88.): 


mnbc(m—n)R! -] 
’ 


1 2 
de Fregm|el ” TV’ 


DR iii. 1 | 2 2] 
ne T: (La?) ra TV' ’ 


Sur cela jobserve, que 


(m—-n)R®Z= (R+nM)M— R+mk)N =vM—uN; 


ainsi On peut &crire 




















E 1 Br niet ln na 
89. Vv= T: (L-+a?) | Ü nn vV'T R) 
1 ” IR mnbc( M—uN ] 




















o.. = T’L{La)l V"T 
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Cela pose je remarque, que l’expression pr&c&dente de V’’ donne 


ryrn 2aVyYU: 
VV" _ ”’+4 TEL) 





d’ou l’on tire 
V?TL+a)—2aVU”’T’= —VV'TL +4); 
donc l’&quation (86.) est Equivalente a celle-ci: 
VV’TLL-L)+-UT: = Z.m’Wy +Z.n’dW. 
En substituant pour 7” sa valeur fournie par l’&quation (81.), nous aurons 
vV"TL+a)—U = M.mV” Neu. 
En multipliant les deux membres de cette @quation par Z+.a, il viendra 
91. VV" T* (L+ a — a U* — LU’+L (L+ a’) [M. m: 2? y® 4 N. n? PR u]. 


Les &quations (89.) et (90.) donnent 
7 Yu m na a0 __(mnbo)?(L.+ta?)[Myv— Nu], 
VV' TL+- a’ — WU = FR CLeN : 
et en vertu de l’&quation (87.) on peut &crire 
7 a2 __ 2277 — (mnbe)?(L--a?)[My— N u]? 
er . WEN U m?b?N--n?c?M . 


Donc en egalant les deux membres des &quations (91.) et (92.) il viendra 
14 AM m? BR? Een a (mnbce)?(L+a’)[Mv—N u]? 
LU +(L+ a) [M. mV’ N. ew] = mb? Nn2c2M 3 
d’ou Von tire 
0= LUmWUY’ N+ncdM) 
AMY HN.) NH ncEM) 
ET n | 
narala 6.4 —(mnbc)(Myv—N u)? 














ou bien 
0= LU!m’V’N-+n’dCM) 
+ MN L+a) [mb nen +2 (mnbe) ur]. 
En rapprochant cette Equation de l’&quation (80.), on voit aussitöt qu’elle 
est divisible par U‘, de sorte qu’on a 
93. 0= mW’ LN+e LM+MNL-+a). 
Maintenant, si l’on combine cette @quation avec l’equation (87.) multiplide 


par L, on voit aussitöt, que 
V’TL= MN; 


% VT= Ye). 





d’ou Fon tire 





Done les &quations (89.) et (90.) sont Equivalentes a celles- ci: 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XX. Hft. 3. 33 
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35. _V= ner 7 [aU? -mnde(Mv—Ny) Val: 
. . UV — Faralel’- mnbe(Mv— Nu) Y(- )l- 


I re&sulte de tout ce que nous venons d’exposer, que dans la formule (84.) 


on peut remplacer 
T*+mP?’+nO? 


par le produit de ces trois facteurs: 


rs For + VT(a+7 cos®) + V( =) )sinQ] 


U (7 


[7°+7° T°(a+ 2 0059) — (27) sin ]; 
ou les coefficients sont des fonctions de la quantit@ Z, laquelle est censde 
determinee par l’equation (93.). 
De sorte que la formule (84.) est @quivalente ä celle=ci: 
n [Y*# TZRtaR fr d 
97 X=2f/ La? J en 
en posant pour plus de simplicite 


p= T’+aVT; y= ’n.2; — va): 


une; g’ = Po. 




















28. L’equation (93.) tant la base fondamentale du calcul qui va 
suivre, il convient de faire sur elle quelques remarques afın d’en &clairer 
la marche. D’abord, en divisant tous les termes de cette @quation par le 
produit MNL on la change en celle-ci: 

a? m? b? n?c? 
98. 0=1+-+ M - N 
Actuellement, si lon Z, M, N par leurs valeurs donndes par les &qua- 
tions (f.) et (2’.) posces dans le Numero proosdent, on aura 


( a? m?b?® n?c” 
3. R®-+( zz tm Eur R®--n(h—Z) == 1. 

















Ur, c'est un caractere inherent a la forme de cette @quation, celui de 
donner l’expression du binome 2A—Z, et non celle de la quantit@ Z iso- 
lement. De sorte qu’on doit regarder A—Z, et par cons&quent 
L=(Z—-M—R, M=mZ—h)—R, N=nZ—h—R 
comme autant de fonctions de Z3° independantes du parametre represente 
par la lettre 4. D’apres cela, il est elair, que toute fonction deL, M, N 
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acquerra la m@me valeur et la möme forme, soit en y substituant pour 
A—Z la fonction de R?, m, n, a, b, c tiree de l’equation (99.), soit en 
y faisant d’abord Z=0, et remplagant ensuite A par sa valeur tirde de 


‚? v 
l’equation re 


a? n?c 
100. R?-+-h FReIm TRe-an =1. 





Donc, si on parvient ä d@montrer, que le r&sultat de l’integration par rap- 
port ä ® de la formule (97.) est r&ductible ü la forme 


X = 2 f’"RaR fonct. (L, M, N), 


il sera d@montre que son existence est liee a la condition exprimde par 


l’equation 
1 D’ = 0, 


puisque l’@quation (100.) detruit le second membre de l’equation (78.). 
QOuel que soit le resultat obtenu en op£@rant sur la formule (97.), s’il est 
subordonne ä l’equation D’= 0, il doit necessairement coincider avec 
celui de la formule (68.), ainsi que nous l’avons avance dans le No. 25. 
Le but du penible caleul que nous allons ex@cuter sera donc dirig& de 
maniere ü faire voir, que le produit 

us2 dp 

L-a?J/ (p}+geosp+ rsinp)(p' + g’ cosp — r sing) 
est, en derniere analyse, une fonction de L, M,N, et des cing parametres 
m, n, a, b, c. Si ce resultat, par son excessive complication, ne parait 
pas reductible a la forme de la formule (68.), il faudra en conclure qu’il 
reste ici une difhicult@ de pure algebre a surmonter: mais cette difficult6 
est isolee, et ne saurait infirmer la d@monstration qui concerne l’expression 
de l’attraction de l’ellipsoide, 


29. Poursuivons maintenant notre calcul, en faisant 


1— z? 


. 2z 
sin ® = Ir cos® = Ii+z?? vd us 1+:?° 
4.=T+VT(+?; B=T+VT(a+r)), 


A= THrT(HD) = THrTaD), 
DT ,/MN 
GeFIT: 
ce qui changera la formule (97.) en celle-ci: 


yA' 3sR?dR +0 Ddzll ı 
9 











 L+.a.! —_& (A, —20,2+B,2?)(A,+2C,2+ By,:?)' 
33 
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Cela pose si l’on fait 

4,—20,2+B,z = 2; 4,+20C, z+B’ = 29 
et ensuite 

2(1+z?) _ RE. az 
AR Z; Er 2} Z, r 
on aura 
9 (i+2?)dz 
2, £a 
+ 
= (a +P3 E+ =) ze 456 1082, 4 57- A 55, 1082; 
d’ou lon tire 
fr 2d-+z2)de _ "(+8 3) («#5 5) 
Z, 2, V(4,B, = ty7a, B „CH 


L’expression pr&cedente de X revient done ä dire, que 


ya C 
ZT’R?aR(e+B 2 
12, X uf | 5.) 
/ (La?) V(4,B,— 2) 
f Bear 
va (us VA,B og 
Les &quations par lesquelles on doit determiner les quatre coefücients 


a, ß, a, P’ etant 
2C(@—a)+AB+AP=0; 20Pß—P)+Ba+B,a = 2; 
B,ßB+B.ß' = 0; A;a+ Au = 2; 


si Pon fait, pour plus de simplicite: 


D == (4,B,—4,B,)’ + 40 (4,+ 4,)(B,+B,), 


on en tire sans difhculte: 
_ 8G(B,+B,)+2(B,—4A,)(4,B,—A,B,), 
er ’ 














A 
9 4 G (4,44, —B,—B,), 
A 2 
2 A 
A —— d.—:; 





Maintenant, si lon fait 


= 
Dr‘ — 4C? (A, +4,+B,+B,)—2(B,—4,) (4; 


40: 4+4+B,+B,)+2(B.—4)(4,B.—4,B,); 
B,—4,B,); 
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la formule (102.) deviendra 
ya’ ZT?R?dR Js 
103. X=2u/ EravVIEB ZT 


Huf“ ZTSRdaR 0 
0 .. EB+ra)Yy(4,B,—6G) A" 


Pour nous rapprocher des d@nominations de Legendre, nous ferons 











au? 
in L-ta:’ 
5% mnbcZ(nM—mN) ( L ); 
a L-+.a: MN 


ce qui donnera 
D , D 
= T+09+8)(+7), A=T+W-S)(a+ 7): 
i D D 
B,= T+W+S)(@-?), B=T+W-S)(- 7), 
DT ,/{MN 
ce z zZ )- 
Il est presque superflu d’avertir, que la lettre V a ici une siguification dif- 


ferente de celle qu’elle avait dans le Nos. pr&cedens, 
Les @quations (80.), (81.) et (85.) donnent 


U=mby+tncu, T=uv—U’, m=ed+Z  (@—NX). 


Cela pose, voici le calcul des differentes parties qui composent le second 
membre de l’@quation (103). 
30. Di’apres ces formules, on a 
4,B,— (0: 
r N 
= [P+a + SP u #+ Sy 7.4 
= ER TI gan. a 


= Fr +04 Ar) 


MI HEHE Ei u SanpEahF PRRE- 
T’+2aV— oma ten S° 


+2as[[- Er] fern 


I 














T? 





Comme T’=uv— U?: en substituant cette valeur dans le second facteur 
seulement, il viendra 
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z 9 2 ' Bin “ 2 ”; BEN 
\v— ji rm ar (a 2 =; - u ger Lu 
A,B,—(C}; — T’ di ie (ae +L) r 





) Y(aa—-ı\)] MN url * 
| +28[1- m] -TRt@-nG2] 
Si l’on observe maintenant, we A\= Z—L, on aura 

2a?’U? (a —- L— Z)a? U? Pan LU Za? U? 

















u ug (a? +L)? a ur 7 ?-L)® 
’ Vla—)] __ 2aS.Z __ 2mnabcZ?(nM—mN) 
2a8 |1— Ä | Nr REN S: (L-}+a?)? Yan); 


partant, en posant 
A, B; u; C: + 


nous avons, 





T?.2mnabcZ?(nM—mN) ( =.) we 
(L-+a?)? MN/ 











15 LU? Za*U? _ (a? —4)5S®. MN av, 
II = Tw—-rıs tem IE I R+(a „Zt ne]; 
ou bien, ä caue dA\=Z—L: 
LU? ar ZU? 5? 
KVY— 3 ——+ 2\2 green. 
I = T?: a PN oh © . 


— ZI +MN— @+L- zZ) 


D’apres les Equations (ß‘.) on peut Ecrire 

104, UT’= Zmb.n+n dm) —m#”.N—n’cM, 
et en substituant pour m’b’N-+-n?c’M la valeur fournie par l’&quation (93,), 
ıl viendra 


105. = Z(a®+mP) + (@+L) 


en faisant (comme nu 
k=mb, l=ac. 


Ainsi, on a 
LZ (nk? ml?) a?z?(nk?--mIl?) 











r L+a® (L+e): 
auz MN 
_ m L MN ME 
i=T + a?+L_L —_ 2—- — (+ L— 2,5 TA ’ 


— (@ +L— 2) 5 | 


et en remplagant ‚S” par sa valeur, il viendra 




















17. Plana, sur lattraction d’un ellipsoide homogene. 259 




















MN 
2Z 
LZ(nk?-- m!?) am " L 
 aallrs L-+a: +a Z ON L+a: 
I = Pi N a + L— 2, ; 
_ketrk L— zZ) Z*. Ban SEE 
2 ı 1m MN 
(a +-L)? U 4 
ou bien 
LZ (nk? + mi?) a? Z?(nk?-- mi?) Z.MN 
a =” FR u Fe 
I= T?° 2 (a Ben zn — +L-DRPZ’(mM—mN) r 
@+L 02 7 





Maintenant si l’on &erit 


(uv— MN) + MN 


au lieu de xy, on aura en ayant €egard ä l’equation (105.) 
MN,a MN fa - L—Z 
w—- (@+L— 2) = w—MN)— uv—MN)—- (52) 
MN (vn Br 
+ WW - 7 @+L-2) 


= (uvv— MN) —(uv—MN) —( ee 


+ Zartmn). 














MN MN 
+ zmız 


Il.suit de la, que 












































II — 
w er? MN hat 2. Zum Z) ZMN LZ(nk®-m1?) 
(mv MN) (iv MN), U? a 9 Bor L-t a? 
MNZIMN 2 a? Z? (nk* mi?) 
en + rl tar +mn] ++ 
_ KP(aM—mN)’(a+-L—2)2Z: 
MN 
@ +2): 0: M 
IIl= 
_M! Zus MN Fe 2 ame Z) a® Z? (nk? 4 m?) 
uv— MN) — (uw — MN) ZN Hm en 
Z MN MN MN L 
VE - ie’ 12 # ) + Zn? rm (7 u) s 


_—_ KPZ(nM—mN)(a@+L—Z) 
(a?+L)? U? 





MN 
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I= 

(uy— MN) —(uv—MN) an SE 

| 

Z(nk®+-ml)f a” Z ZMN 
m u 5 rat 2rn | 
j ZL{MN\*. MN » 
+7 (2) + Zar tmn) 
k? 12 Z2(nM— mN)?(a -L—Z) | 


(+2 un N 




















Maintenant, afın d’introduire le facteur «+ L—Z, je remplace Ba —L 
par 



































(a — L)Z LZ_ _r_(®—L)Z , L[Z—a?—L), 
a?t_L TasT L= @tL y atL ° 
et alors on a 
l= 
7 MN a? L—Z 
(uy— MN) — (u»— MN) nz ) 
+ Z? (a’—L) (nk +ml?)  ZL(nkf+ml?)\( —L—Z 
M (a* + L)? (a*+-L)? 
a ZMN „ LZ;MN\? MN . 
ar. tI ( L ) +Za#+mÜ)T: 
__ZK?P (nAM—mN)?(a+L—Z) 
(a2 + L): v2 


Comme les €quations (2) donnent 
106. w— MN = mn? —Z(naM+mN), 
on aura, en placant le facteur 








1 | 
(Ta): | 
hors des parantheses: 
Il= 
mnZ (+ L)’—Z(nM—mN)(@+L’+ Z(@®—L)nk?-+ m!) 
1, E+222 (mnZ(@+L— ZaM+mN)(@+L)] 
er — ZL(n® + mV’) +L—Z)— ZMN (@+L) 


@+Z"\ +2. (@+L) tn +mr] 


__ 2%. kK? 9? (nM—mN)?(a--L—Z) 
MN 





ae 
A 
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De la on tire 

















N Ga Imn(@® + LY+@— L)n® nd] = IV — 
—(nM + mN)@+L) \ 
— [mn — (aM -+mN)] . BEE) 
mz JmkR+mU)L [« +L—-2—%. nr 
(a? L)? - (a?+-L) MN | 
Yag] . — (a “+L) 1 LU: 1 
Kur ? (nM—mN)(a+-1L—Z) 
= MN 77 
\ ki Ar 
A cause de l’equation (105.) on peut Ecrire 
il. == 


— (nM+mN)\a+L)} 
— [mnZ—(n 1 Dice nl +L-2Z) 












































U: 
171.2 Ri vr MN (a +L): 
af \—Lartmt)|@+L—-Z—-,. 2] \ 
— LZ(nk m m ‚(a RE ae nit ei re 
MN ın 
L / 
I = 
— (nM+mN)(@ +1) 
— Inn — nM+-mN 7 menu ‚te? +L)® Da 5) 
T}.2 MIN 
(a —-L)? —L(nk PA ya +2) [@° +L— 2] / 
Z.K1(naAM—mN)’(a@ + L—Z) 
MN 
u 
7. E 
Donc, en vertu de l’equation (105.), on a 
IV == 
— (nM+-mXN)(L+ a) 
— [nn Z— (nM-+mN)) — (a + Ly\ rer 5 
T:.Z A A f 
(a? +_L): \ —7Z.L(nk® + ml?) (+ L—Z) 
, Z.K? UP (nM—mN):(®+L—Z) 
MN ı 


Crelie's Journal d. M. Bd. XX. Hit. 3. 34 
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Pour introduire le facteur «@ -- L—Z dans le premier terme, j'y remplace 
— Z(L+a@) pr —Z@+L—Z)—Z°; 
alors on obtient: 
772 























IU’+ Go: (@+DL)nM+nN) = IT’ = 
—(naM-+-mN)(@-+L) 
e MN (a?+L):? 
ZT2(® tL—Z) — [mn Z—(nM-+-mN)] aha an 
(a?—+-L)? __ LZ(nk?+m1?)? Z.k®?P? (nM—mN)? 
U: sul MN 7 
LE 
ou bien 
II’ — 
— ZEU aM —mNY’—LZ. (n& Hm) 
ZT(a? -L—Z) 4 2 MN\? 
52 maz@ +17) Ä 





(a? + _L)?: U? h Ä 1; 
L +@N+2M@+D | @+m—v.] 


Done en ayant dgard A l’equation (105.), on aura 
ll’ = 
NIN 


— ZEUnM—mNY—-LZ — (nf +m°) | 
ZT? (a+ A — mnZ (@ 4 L) rY 
(a?+-L)? U? — . 
u 1—- Z(mN+ nM)\@+L) (m +-m!’) 
Observons maintenant, que 
FU(nM—mN)-+ MN (nk? +mV)% — 
MN Hm) +EUR M+mN)= (km M+mUN)MU-+NR), 
Et comme l’equation (93.) donne 


L+a) X = —(PM+RN) 








on aura 
107. — AK’T(nM—mN Y—MN (nl’-+mi?” = (a +L) 
Il suit de 1A, que 


MN 
L 





(KW M-+mU’N). 


II’ — 
MN 


T?Z(@® #L— Z)\)" M+Tm’N—mn(@+L) En 
— (m N+nM)(nk’-+-mT) 


fon 
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ce qui revient ä dire, que 


Bi u T: Z’(@ + L—Z) 2 MN ' 
I = re le+n°+RNn+rM]. 


Or il est elair que le second facteur est nu! en vertu de l’&quation (93.): 
partant nous avons l’equation 





Il’ = a. 


Il suit de la zu 


a T? 
T’= un = Gros (+ L)nM-+mN); 








I= ee = 7 ; [mn (“+ DL)’ + (a —L) (nk +mP)— (@+L)(n M+mN)|. 
De sorte que nous avons 
RE: ; 
108. A, B,— 0 — @rı,H: 


en posant pour plus de simplicite, 
109. H= mn(a@ +L)’+(@—L) (nk -+-nl)—(@+L)nM-+mN) 


— 2akl(nM —mN)) (m) 


Il est Evident, «que pour avoir la valeur de 





4, B,— ©: 
il suffit de changer le signe du radical (2); c’est-a-dire que 
110. 4,B,—C: — ar; 


1. H= mn(@®+L)+(a—L)nk’+ml’)— (a+L) (n M-+mN) 
+2akl(nM—mN) ( 





uR)- 
Donc la formule (103.) est par la reduite ä celle-ci: 


y4' TIR®dR 02 yA' pa R?:dR 1? 
== ? .— Fr 
112. X S Zi +2=/ Zn, 


31. Passons au calcul de la fonction SE, Les formules des No. 29 








A 
et 30. donnent immediatement 
‘ D 
4,+D = ?2T’+2aV+S); 


T'+TV—S)(a+ = T:(V+S)(a— ?) 
+’ —s°) (ai —); 


A,B, 


34 * 
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2 D 
4,B, = T’+T°(V+8)(a+7)+T°#—S)(a— 2) 
9 9 D: 
Er an” Won): 
4,B,—4,B, = 27 7 W—-S)—2T2 (948) = —42.7°8; 
A+B, = 2T°-+20r—8); 
. T? D? {MN ‚m: ki; H 
2 = 6 | (Tre FB 
mac, #7°D: MNT 4 am ' 
1-16; POT [27°+ 2v( +)ll: T’+2V(a 7)| 
6 y l r r.0 rs 
_ ron, Ip: Sg? +2]. T’+a Firm ei hu DEN 
partant il est clair, que 
r = 
r VS+S?+7—(T+aP) 
». DIN 1" 
. T?: Ss? + — ler: tar)? — yZ 
Mais on a 
D? 2 T:? 
UV: + (4a —A) U? ; 
ainsi on peut Ecrire 
mn j j 
2 SF+HS+IEITEUF) 
er Fre MN|, 73 
. S?—+ Je 47 A ] 
En substituant pour V sa valeur (No. 29.), dans le ER seule- 
ment, il vieudra 
MN rt 
ER, SF+S)+7-- (T’+eV) 
% ua a 2a: U: 2: U? (a? = 
2 2 
u + IL = 1: An art 
et comme A\=Z—L, T’=u—ÜU’, on a 
= MN A 
a SP+S)+--(T:+aP) 
vun Een sat are LO a ER, 
AP TITLE T (ar). 
Nous avons 
A a? U? uv(a -L)— U2L 
EEE T’+s+r a’tL , 
ou Bien : 
7 +0V = (er HN) MNET—LUN 











at-+-L 











En substituant pour U? et uv— MN leurs valeurs donndes par les &qua- 
tions (105.) et (106.), on aura 
[mn Z—(mN-+nM)]Z(a?-+-L) 


(T’+ av) 


SY+S’ = 


MN 
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= 





2 





65 


— ZMN (nk? +m??) 





akl.ZU?(nM—mN) 


a?-+-L 
k?l? Z? (nM—mN)? 








(a? -+L)? v(7) (a? HL)? - 





Maintenant, si l’on fait pour plus de simplieite, 


= SPLE®+TM+ar) I _ 


nous aurons 


Z 


a? +L 


Z 





(atL): Y.- 


MIN akIZU?/nNI— mN 











) 


" +22 /(7)- 
l= 
mn —(nM-+mN)| (a + L)- — — MNnl’-+ mt, 
k?12Z(nM— mN):? 
(a? +L) = 
I = 


ImnZz — (nM-+mXN)] l @ + L) 


_[ N 








2 


Mais HR, au donne 





partant 

Z 

Br 
(n?% re a 
(a + _L)?. 7 


zZ 
“*+L)? 





Z: 





(@" FL)% 








BE @+L) = U’—ZaR®+mt); 
I = 
AN [ er Ei ! 
MN 


nK®-+-mP)U’L+-ZMN nk mi) FE 


u % 
M ZEUnM—mN) 
En vertu de P’equation (107.) on peut £crire: 


l= 
— 


\ImnZ— (nM-+-mN)] (a + L — 
I-LU:aR +m)—Z@+L) Km M+ÜmN u 


I= 


— LU’(nk’+m!’) 


—(@ +1) 





ZEW®M+-Um’N) 
— [mn Z—(nM+mXN | @ +1 


un 
EN 


5 


2 


(+L)MN nn) + ZU nM—mN) \ 


’ 
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L’&quation (93.) donne 
@+D) = —EN—-rH; 


done en substituant cette valeur, on aura 


l= 
U’L(nk#’+mV’) 
Zn" M+-Um’N) . 
+ (KN-+-UPM)[mnZ—(nM+mN e 


Mais le coeffieient de Z, savoir 


kn’ MU’ N+-mn(® NUM) = nM+mN)/kn+ lm); 


done nous avons 


| 


(a —L)? + (@+L) 





l= 
DE. JU’L(nk + ml) 


(+12)? IH (@ + L)nM-+mN) |Z(kn+l"m)— KEN+UM)] 


Actuellement j'observe que, d’apres les @quations (93.) et (105.) on a 


ZEn+Pm)—EN+FM) = ZEnttm)+@+DT = U. 





Done en remplagant II par sa valeur primitive, il viendra pour le nume- 
rateur du second membre de l’@quation (113.): 


MN — ZU? 


4. SW+S)+TT+aN)= arır6: 








en posant 


115. @ = L(ak’ +nl) + (@ +L)naM+mN)—akl(nM—mN Ylmar): 


Voisi maintenant le calcul du denominateur de l’equation (113.) que 
je nomme Il‘. Comme l’equation (105.) donne 


UML in: A 
ar = MNt, TILL 








(nk +-mT), 
on a d’abord: 
21 MN _ ZL [7 Z 
=. 7 jv— MN — XL (nk mi Pr r ri! 
Eon substituant pour u„y— MN sa valeur fournie par l’equation (106.), 
on aura 
— ) 


ER _ L(nk?+ml?) in u P 
= 842.” mn zn +mN) Ehe Sri 








et en remplagant S’ par sa valeur: 
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22 Z2(nM — 
I! mm ut wre — [mn —(nM+mN)] 
(a? +L)? 
mn u ru in in ZEN MN Za!UD? 
"Fe (a?-+-L)? L "(a {[)° 
Cela pos@, on obtient en ayant egard a l’&quation (105.) 
IT’=Z 2.7 ImmZ2 —(mN+mN)] 
+7 zZ a? U? U?. ZL(nk?-- ml?) 








"(a+L)? (a?+L)? 
FW aM —uN Zain MN 


(+2). 





Maintenant, en vertu de a (1er, on peut &erire: 



































MN 
Z. a?U?— Z.U? L(nk®-+-m!?) 
Don 2.7 [ImmZ2— (nM+mN)] _ tip 
2°.(ktn?M-!m?N), 
ae a?-+-_L s 
ou bien, 
MN 
7 @ + LY’ [mn Z—(nM-+mN)]| 
ic Z 
u (a? +L)? er U— LU &R-+md) ) 
Ze + DL) KW M+UmWN) 
— (+ L)[mnZ— (nM +m N) EN-+TFM] 
I Z_ _ )-Z@ +L) Km" M+UmN) u 
u FR 
+« U" — LU’(nR+ml’) 
(+DL)\KPN+-UPIMnM+mN) 
Ip Fr aL — (+ DW) Zn + m)nM+mN), 
+7 IN PU—LU: (nk’ + mi?) | 
u (@ + L)\nM+mN)[Zn® m) — EN — m) 
ii = (a?-++-L)? a U’ +-LU’nkK+mT) | \ 


En ayant €gard ü l’equation (93.), il viendra 


116. 17 2 .F', 





(a? L)? 
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en posant pour plus de simplicite: 
117. F=(@+L)nM+mN)+L(n#® ml) MN+EN-LUM. 


De tout cela nous concluons, que la formule (112.) est r&ductible 


a celle-ci: | 
118. X= If" Fr warte): 


ou les valeurs de H, I, G, F sont donndes par les &quations (109.), 
(111.), (115.), (117.); et @G’ s’obtient en changeant la signe du radical 
dans le second membre de l’equation (115.). 

La formule (118.) est la formule de Leyendre quil s’agissait de 
demontrer. Elle a, comme il est manifeste, la forme que nous avions 
supposde dans le raisonnement expose dans le No. 28. 








32. Conformement a ce raisonnement, on peut faire Z=0 dans 
equation (93.) et dans les expressions de F, @, H, @‘, M'. Alors, la 
formule (118.) doit ötre traitee d’apres ces @quations: 

0= KAHN + —rNuvV; 
F=—(«—X) nu + m) —ıank+ml) Hw—ky—lu; 


G= — (Ü—N (nu + mv) —r(nk’+ mi?) +aklinu— my) (= —); 
fıV 
H= mn(@— N) +(a HN) nk’+mi)+(a—N)(nu+ m) 
— 2akl(nu— my) em >); 


wv 
BE on deduit les expressions de @‘ et H’ par le simple change- 
ment du signe qui allecte le radical Vz 2) dans les expressions de @ et H. 
Ainsi, dans le cas ou le point attir& est place sur le prolongement 
de laxe des @, nous avons 
=0, 0 m0, Amambmd,: jene 0; 


et par consequent 





0= (“—h)u, 

F= — (“—N)(nu+tmv)+tuv, 

G=@G = —(@—ıN)nu+ mv), 

H= IH = mn(@—N’+("—N)nu +mv). 


La premiere de ces quatre equations admet trois solutions; savoir 


"= «“—NX; O=h, 0 =». 
Or, il est evident quiil faut exelure la solution «—ı = 0, puisquelle 
donnerat !=G@=H=0; et de lä on ne pourrait rien tirer de la for- 
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mule (118.). En adoptant la solution 


R:? 
v=R+nh=0, h 


I 


il viendra 


huge 1\, 

x =R+4h= Ri); 

F wu G — G' — — (a —A)nu; 

H= mn — N’ +@—r)nn = ("—M[mn(® N) +ny]: 
„—=R+mhı= rR(1—"); 


H= [e—R°(ı —)] @—r(1 ——)] mn; 


ce qui reduit la formule (118.) ü celle-ci: 


119. ee 


re Le 


m 








Conformement A sa definition, la limite A’ doit ätre la valeur positive de 
R? tiree de l’&quation 

0= («—r)uwv = (“—R’—h)\R’+mh)\R+nh) 
lorsqu’on y fait = a@—at, ou bien @—h=at. Donc on doit prendre 
R’=.a?; ce qui donne, en posant 


SS 
- ni- 


R= ax, m = g n= —,;, 








. u =’ ds 
m trabıaf ve (a) He —ar)ar)} 
Ce resultat s’accorde aveo celui que nous avons tir@ de la formule (68.) 
dans le No. 24., et de la formule (79.) dans le No. 25. Mais on voit 
qwil faut ici ex&cuta la transformation avec les pr&cautions convenables, 
afın d’Eviter les contradictions qui seraient apparentes. 


Au reste, l’elimination de A etant erecutee dans la formule (119.), 
si l'’on &tablit maintenant entre les deux variables R? et C l’&quation 


a? Br 
mm 


ıl est clair, que la formule (119.) devient @quivalente a celle-ci: 
10. x- YA RraRV(R+O 





a, V[(R?-+-m{) (R? +n{)]? 


dont la forme est pr&cisement la möme que celle donn&e par la formule (68.). 
Crelle's Journal d. M. Bd. XX. Hit. 3. 35 
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Pour imiter ce proc&de dans le cas general, il faudrait d’abord Eli» 
miner Ah de la formule (118.) ü l’aide de la premiere des &quations (”.). 
En £tablissant ensuite entre les deux variables R?’ et Ö l’&quation 

a? + m? b? Rn ee 1 

?-+L R:--m{ Rn " ° 
on parviendrait ä une expression de X, qui serait identique ü la formule (68.), 
apres avoir remplace A?’ et £ par w’ et Ah, respectivement. Il est remar- 
quable que, ce calcul, effrayant pour le plus intrepide algebriste, puisse 
etre ex@cut& dans un moment, en revenant (comme nous l’avons fait ob- 
server dans le No. 25.) ü l’expression de X affectee du double signe integral. 

C'est lV’ex&cution möme d’une des deux integrations qui detruit la sim- 
plieit& inberente au double signe integral et a Vexistence de l’&quation D=0. 

Cest ainsi, par exemple, que le second membre de l’equation 

1 dx = I og ee 

J Vlat+bx+cx?) Ve B+2Vc.Va 
donne, avec quelque diffhicult@, la veritable valeur que prend le premier 
lorsqu’on y fait c= 0; tandisqu’en faisanut c= 0, avant d’ex&cuter lin- 
t@gration on obtient immediatement 


1 











ix 
Var = Wu+b)— vo). 

Le calcul dont nous venons de parler (fort p@nible m&me dans le 
cas particulier ou le point attir& serait plac& dans le plan d’une des trois 
sections principales de Vellipsoide) est sans doute celui que Mr. Porsson 
qualifie d’inextricable: mais la d@monstration de Legendre ne reclame 
point, ni lexdcution eflective de ce calcul, ni Fappui d’aucun theor@me 
drive d’une autre source. Le theor&me qu’il avait en vue, et son ex- 
pression analytique sous la forme la plus simple, decoulent des principes 
les plus rigides du Calcul Integral. L’etat progressif de l’analyse fait espe- 
rer que cette espece de lacune laissee par Legendre sera un jour heureu- 
sement remplie. Il est m&me probable qu’elle le sera par un de ces traits 
de genie qui attestent la force des principes, et la difficult@ de saisir le 
veritable mode d’en faire l’application. 

Turin le 12. Octobre 1838. 
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18. 
in ; . [4 dM . ” 
Note sur lVintegrale Fi — =”, qui exprime la somme 


des elömens de la masse d’un ellipsoide, divises re- 
specetivement par leur distance a un point attird *). 
(Par Mr, J. Plana a Turin. ) 





O. sait que V est une telle fonction des coordonnees a, db, c du point 
attire, prises relativement au centre de lellipsoide, que si elle &tait con- 
nue on en tireroit immediatement les trois composantes A), Y, Z de lat- 
traction, au moyen des @quations 


= -() 7=-G) Z=-() 


de sorte qu’on a 
l. dV=—AXAda—Ydb—Zde, 

pour la differentielle complete de V. D’apres les formules (].) posdes 
dans le No. 12. de mon M&moire sur lattraction de lellipsoide, si l’on 
fait, pour plus de simplicite, 

U= (1+uw(1+-mu)(i+nu), 
Ei Th du Y Q uf du 

= <aa) GdFuVV’ mn; UmvTv 
uf du . 

), (A+nu)VU? 
ou la seconde limite v de ces integrales definies doit Etre regardee comme 
une fonction de @, db, c implicitement connue par la resolution de l’&qua- 
tion (10.) donnee dans le m&me M&moire. Ces expressions de A, Y, Z 
&tant substitu6es dans l’expression pr&ecedente de dV on en tire aussitöt 
la cons@quence, qu’on doit avoir pour V une expression de cette forme: 


Ben sofe du lr du FF: du 
Y=ru Ne ET ((fruVV 


& _ / Pau; 


*) En lisant cette Note, Je suppose qu’on a sous les yeux le M&moire precedent. 


35 ® 








= —?Iranc 
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P indiquant une fonction de % facile ä determiner. En effet; en pre- 
nant la differentielle complete de cette valeur de V, on obtient l’&quation 


s . . zdv| a mb? 1, 
dV+Xda+} 04 Zi = lt en + 2 |—rav.P; 





en observant, qu’ici on a 


alte 


et que les lettres accentueces U’, P’ designent ce que deviennent U et P 
en y remplacant « par v. Mais l’equation (10.) donne 


Zu: a? mb? RE © 
.. I FE Tr i+nv R: 


done il est manifeste que pour mettre d’accord l’&quation precedente avec 
l’equation (1’.) il faut prendre 























P'== Fin» et par consequent P= -. . 
Il suit de la u nous avons 
no; En dw du 
.L mu” (+: .r +amb [" AtmuVU 
v '’ du 
une Ray Hk vv 
ou bien 
. Va ran kl y Ar, 
Cela pose, si on fait = Er on aura 
j ‚du 
3% NE) VÜ 
s dx 
= sk v 
" varof vilm iHv) + i—m)@r][alt+V) Hi n)er]) 
ou bien 





1: i dx „ 
de hf a An af AFFE 


en remplagant m et ”» par leurs valeurs et observant que A? =a?(1+v). 
On pourra maintenant employer pour X, Y, Z les expressions fournies 
par les @quations (Z.) ou (L‘.) du No. 12., ou bien celles donndes par 
les equations (ZL’.) posdes dans le No. 23. Dans ce dernier cas, il faut 
observer, que 


1 nkl Au _ 2rabıe, [= 3M f- dp 
& vU Y (a? —ı?). A 2VY (ad — che A 











v0 
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Ainsi on a 





ef” dy sin? + B ®dy sin? p 
—3M u A U a 


3 0 o? dw 
2! —c)” +ef Er cf u 
UV V 


Les formules (3'.) et (8°.) sont applicables aux points exterieurs et aux 
points interieurs, en observant que dans ce dernier cas on doit faire v — 0. 

Relativement ü la sphere, on am=n=1: en outre on peut dispo- 
ser les axes de maniere que 5=0, c=0. Alors la formule (3'.) donne 


ar du uch Mi 
(1+u)? u (1+u)? 


V= —2ra@ (14V): +27kltHe)D:%, 
Si le point attir& est exterieur ü la sphere on doit faire 
qui donne 





85. V = 








d’ou Pon tire 


a? 


it, =/k; ce 











kVk, 2nkVk An kVYk M 
Se E == — ’ 


V= ir be 
3 a 3 a a ’ 


mais si le point attire est sur sa surface ou dans son interieur, on doit 
faire v—=0, ce qui donne V= Irk—3rua. 
Pour comparer la formule (3‘.) avec l’expression directe de P, il 
faut se rappeler, qu’en posant 
h=«da+ml’+nd—k; 
I = acos#+ sind (mb cosw + ncsinw); 
L = cos’d+ sin’$ (m cos’ + n sin?’ w), 


on a, pour les points erterieurs: 
111 2 d Od@d SL . 
a AP = MW: dr.sinO « [M) +// (&— 0) sind 48 do 
'IvV(n —h L) 
= f, & dl Fo Beine sind dB dw; 


et pour les points enlerieurs: 


10. V=4//(a+@)sinddidu = /, MENBEERN 


ul A Mann end Ya A 


U nn u Gay LEE 


A 


























274 18. Plana, note sur P'intdgrale M_.y. 


En exceutant lintegration par rapport ä w on obtient faoilement 


‚["[f” m0d0do _ Sf. du, 
ff Aa Aue? EIS 25 
0 0 ee) 


ce qui s’accorde avec la formule (3‘.). L’inspection de ces formules suffit 
pour d@montrer que dans le second membre de l’&quation (3’.) on ne doit 


pas ajouter aucune constante arbitraire pour avoir la valeur de V confor- 
m&ment a sa definition. 








La formule (3‘.) donne 


(=) u m /' We r Fe (2): 


a BER" v du 2rnmb dv 
er Be AR Tmvetamve() 


ni +) nf du + 2rınc (2) 
dc? 2 (i+Hnu)VYU ! (1+#nv)V U’ \de/* 
Ein faisant la somme de ces trois &quations, et remarquant que 


du 1 m n ) on 

——-.—)=_?2 i 

vU (rer Ar 1+-mu * 1+nu 2d.(v) , 
ni) +(2 


da? + Tr) 
= 7, +7 RE io 


Cette Equation exige, que la valeur de v en a, b, c soit tirde de l’equa- 
tion (2'.)., Or, avant d’aller plus loin, il importe d’observer, que si le 
point attire est sur la surface ou dans l’interieur de l’ellipsoide, on doit 
faire e= 0: alors l’@quation (11’.) donne 


12 (A)HER)HER) = ar: 


mais si le point attire est exterieur, l’equation (2’.) donne 


ee r et (ZZ) + ie) = eg 


ce qui reduit l’equation (11’.) a celle-ci: 
Y (“ V d? ) Di 
de rar a) vr 


Ces deux resultats sont connus; mais en les &tablissant de cette maniere 
































on aura 











11‘. 



































on penetre mieux le mode de leur existence. 
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L’&quation (4‘.) donne 
aX+bY+Z=—2 V-27ı/ "7 en: 


donc la fonction F considerde par Laplace and la page 15 du second 
volume de la M&canique Celeste est exprimde par le second membre de 





cette @quation. 


La formule (3‘.) donne, par un simple changement dans les limi- 
tes de l’integration, l’expression de V, relative ü une couche elliptique 
d’epaisseur finie terminee par deux surfaces elliptiques semblables. Car, 
en nommant v et v’ les deux valeurs de © correspondantes ü ces deux 
surfaces et AV la difference des valeurs de V, on aura 
14. =aa ? ver Ne UWd 


y'! 


v du 1 u 
TER Alngvo ark— nf u ; 


ou A‘ repond ä la valeur de v. 








Si cette couche elliptique d’epaisseur finie &tait composde de cou- 
ches elliptiques semdlables infiniment minces, de densit& variable, exprim6s 
par une fonction donnee de k, que je designe par Fk), il faudrait mul- 
tiplier par F'(k) les el&ömens de ces integrales; ce qui donnera 


/ aa 2 ” du.F(k) duF(k) 
15". aV= ra £ (I+u)VY U + am f (d-+-mu)V U 


of’ du.F(k) »du.kF(k) 
+anef Afauyvu „) "Vo 














Mais on doit observer, qu’ici 


mb? n.c? 
u It “id, 
De la on tire la consequence, qu’en posant 
1 
on pourra obtenir AY par les transcendantes ordinaires si on prend pour 


Il(A) une fonction rationnelle de X. 


Ces resultats sont conformes A ceux trouves par Mr. Jacobi: mais 
je n’ai pas encore connaissance du Me&moire ou cet illustre Geometre a ex- 
pose ses recherches sur cette matiere. La demonstration que Mr. Poisson 
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en a donnde dans la Conn. des Tems pour 1837 est explieitement indepen- 
dante de la consideration de la fonction V. Mais on voit par cette Note 
qu'il est tr&s-facile d’appliquer a cette fonction les formules qui expri- 
ment la force attractive de l’ellipsoide et la force attractive des couches 
elliptiques semblables *). 


Turin le 11. Mars 1839. 





“) Au moment ou jacheve cette Note, j’apprends, en lisant le No. 5. des Comptes- 
Rendus (Seance du 4. Fevrier 1839), que Mr. Lejeune-Dirichlet a fait disparaitre, par 
une heureuse idee, la difficult@ que la nature des limites apportait dans la recherche 
directe de lattraction de lellipsoide sur un point exterieur. On ne saurait donner des 
preceptes pour appliquer avec succes le nouveau principe; mais on peut donner des 
exemples. Mr. Lejeune- Dirichlet vient d’en publier deux qui sont frappans. On voit 


a Ydxdydz . A 
par la que le secret de TYintegrale triple WI er . consiste: 1°. a multiplier 








j dxdydz , 
l’element Hd par la fonction discontinue 
2 (” dpsinp [% y? +] 
— ——— - cosi— rt - 
T. p a? + b? r e $; 
0 
.s (4 „A [4 a , .,, ° [4 . . ac? 2 x? 
qui a la propriete d’etre egale A l’unite ou & zero, suivant que le trinome — +++ 
a c 
1 ı 2 


. Pe  ,.»* ” ’ ..9 % 1 , ) P} 
demeure inferieur ou superieur & lunite: 2°. a transformer Fr d’apres l’Equation 


1 0: Y2 dv ruy- 
yalı+Y—i)/ vu 


Cela pose si l’on fait, pour abreger: 
p= [v+ T)x: —2a2] Fr I(v+) „ —22,] + [(v+) 2? — 2c:)] 
„ ı ı 5 
+ w(a? +52 40°) 
on aura la valeur de NM 2. = SE. prenant la partie reelle de lintegrale quintuple 


2Y2 PIE e dpsinp dw p„.y-ı 
/ d d d . . U) 
va IS TA ! Bea ars "ae Ti 














Les trois integrations relatives & x, Y, z sont par la rendues possibles: ensuite, en 
prenant la difference partielle relative a l’abscisse a, on pourra aisement executer l'in- 
tögration relative a 9. La partie reelle de lintegraie simple restante est reductible 
a lexpression connue de la force X. 


Par cet artifice fort ingenieux, la difficulte laissee par Legendre est eludee, 
mais non Surmontee. 
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Continuation de la Note precedente. 

La formule (3°.) donnerait diffhieilement le developpement de la 
fonction V suivant les puissanuces impaires de n; r etant la distance 
v(@+5°+c) du point attirE au centre de Vellipsoide, Et sil fallait for- 
mer effectivement ce developpement, je pense que le meilleur parti serait 
celui d’arriver au but par une combinaison de deux methodes absolument 
differentes proposees par Laplace et Lagrange. Sans remonter aux sour- 
ces primitives je dirai, que la premiere de ces methodes est indiquee 
dans les pages 47 et 48 du second Volume de la Mecanique celeste, et 
qu’on trouve la seconde exposee dans le premier Volume de la Meca- 
nique analyligque (Voyez p. 113 et 114). Lorsqu’on borne ce developpe- 
ment a ses premiers termes, les calculs sont assez simples, soit en deve- 
loppant le radical comme Lagrunge, soit en formant successivement les 
termes de V par la formule designee par (4.) dans la page 19 du second 
Volume de la Mecanique celeste. Mais ces proc&des ne fournissent pas 
immediatement le veritable terme general du developpement de la fonc- 
tion V sous la forme la plus simple dont il est susceptible; il faut les 
examiner dans leurs rapports intimes, si l’on veut parvenir a une solution 
explicite de ce probleme. Voici de quelle maniere j’ai obtenu un r&sultat 
qui me parait remarquable par sa simplicite, en egard ü la complication 


du sujet. 
ll est d’abord clair que la forme du developpement de V est celle-ci: 


vo , v9), u» uU 
V= Te ++ or tete 


++ 


r au 
D’apres la theorie exposee dans le Chapitre II. du second Volume de la 


Mecanique celeste, on peut £tablir l’&quation 
va — 4n ZH 
(243) (42+1)? 
ou ZW) est une fonction des deux angles $ et © qui determinent les coor- 
donndes a, db, c du point attire par les Equations 
a=rcosb, b = rsind.coso, c= rsin.sina. 


Cette fonction est telle, qu’en posant pour plus de simplicite : 











r? 














135.7. 2.3 —1 

(2A) m TE 2 

PÜ= 7737.20 co Tg Cd 
eher .»_ 
+ TTEtmer —ete.|; 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XX. Hifi. 3. 36 
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2) 2).— 2 A— nu 1 
0° = co” — | A —— cos’"?d + etc. 


on a 
a, 97 24 . 2 > 
zz» — Aa P®»ıL> IB. cosno 4 Un sinn ©] 0° sin” 9, 
1 


24 
Le signe & indique, qu’on doit prendre la totalit@ des termes semblables 
1 


qu’on obtient en faisant successivement na = 1,2, 3, ....2A. Mais, dans 
le cas particulier de l’ellipsoide homogene, on a Ü,,„ = U pour toute va- 


leur de n, et BB, = 0 pour toute valeur impaire de n. Donc, il convient 
de remplacer n par ?n, et Ecrire d’abord 


5 22 . 
2” — As p®» +2 Bon, cos?no. 0° sin?” d. 
1 


Cela pose, jJ’observe que, pour chaque valeur de A et de n, ily a dans 
la formule 





23 1.0 »—2n)(2)—2n — 
0 — cr _ EC - 1) gogr-2n-2 + etc. 


un terme ou l’exposant de cos® devient Egal A zero. Soit done A—2n —2p 
—() cet exposant. Le coefficient de ce möme terme peut &tre Ecrit ainsi: 
(— 1 (22 — 27)? —2n —1) (2! —2n—2)....(24—2n—2p-+1) 
2.4.6....2p.(44 —1) (44 —3)....(44—2p-+1) 
. iP12.38.. Be 
2.4.6....2p:(44—1)(44—3).....44—2p+1) ’ 
et a cause de 2A— In = 2p il est Egal ä 
_(1.1.3.5.7...2p 1  _. (14.35.72... (21-21) 
HI) —3).... (2A+2r +1)  GÜ—IarR 3)... (@At2Rt1) 


Done en separant ce terme dans l’expression de ZU, on aura: 


























U a 4 nı 7024) , 
OO (2RH+I)AR+ 1)’ 
Z* = As, pP» 
p. (ehr 1.3.5.7. Bl . 
+2 er} 4 B,.„, cosIn a Q%» sin?” 0 


MI) —3)....(22+2n+1) ' 


I 
+ 3 B.., cos?na. 0°” sin?” d. 
1 


Les coefhiciens A,,, et B.„, sont independans des valeurs de l’angle d: de 
sorte que sils etaient connus pour des valeurs particulires de #, on pour- 
rait former l’expression generale de ZP. Or, en faisant 9=0, ona 


p®»®—=1 et Z°” = A,,. Donc on connoitra les coefficiens A,;, en de- 
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terminant la valeur de V relative ü un point attir@ plac& sur l’axe des a 
IR, N , > .. 3 
exterieurement a lellipsoide *). 

Comme la troisieme partie de Z°” devient nulle pour 9 — 90" on 
congoit qu’il suffit de determiner pour ce cas la valeur de V pour pouvoir 
en conclure les coelficiens R.,,. Car, abstraction faite des termes ind@pen- 
dans de » qui entreront dans ce developpement, il est manifeste, que si 


H cos?no 
r!+%% 





est un de ces termes, on aura l'@quation 
n— 4-7 (1.3.5.7....22—2n — 1) Bon 
(2343) (4241) " (4, —1) (433) ....(22+2n+ 1) ? 
de laquelle on tirera la valeur du coefficient B.,.. 











Telle est la methode indiqude par Laplace. Mais, au lieu de cal- 
culer ces coefficiens par le moyen qu'il propose dans la page 48 citde plus 
haut, il sera beaucoup plus simple d’appliquer aux deux cas particuliers 
qui comprennent le cas general le proc&de de Lagrange. 


Conforme&ment ä cette methode on doit d’abord developper un quel- 
conque de ces trois radicaux: 
+ +E—2y—2cz+y +2); 
(+b He —2by—2lacr+yr’+2)%; 
HÖHE —Nar— cz +2 +2’). 
Soient Hy” a”, Fy'” x”, @x°’”z’" les trois termes gen@raux de ces de- 
veloppemens aflect@ d’exposans pairs. On aura pour les termes generaux 
correspondans dans le developpement de FF: 


1.3.5....2m —1) 1.3.5....2r —1) Lay ar; 
1.3.5....2m+-2n+3 3MHC a)" a); 
(1.3.5....2m—1)(1.3.5....2r — 1) 
1.3.5....2m+2n+3 
(1.3.5...2m —1)(1.3.5....2n —1) Y/ 2\m /22 2 
135 aa -IMa (a; 6)” (ed 
Dans le cas de = 0, et par consequent d=0, c=0, on prendra la pre- 











.SMF(b} — c?)” (a? — c})"; 





miere de ces trois formules. Alors en posanut \=m+n, on a 


Bande 43 —1)(—4—2)....(—4—A+1) 
“ alt (1.2.3... .m)(1.2.3....n) ’ 








*) Cet important theor&me est di a Legendre. Voyez p. 422 du Tome X. des 
anciens Volumes des Savans Etrangers. 


36 * 
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ou bien 
y— __ 1 435...22—1) 
ar 21.2.3... m)(l.2.3.n)” 
A 7 i ._—_ aım(„8 __ „?\n 
Donc le coefficient de 24. te BR , sera 
iR 
11.3.5... 21)1.3.5....2m—1)(1.3.5....2” 1) 
21 .3.5....2+3)(1.2.3....m)(1.2.3....n) 
we (1 (1.3.5....22—2r— 1) (1.3.5....22r—1) 
TU MAI HI)(22 +3) ° (1.2.3....ı—n) (1.2.3....n) u 
Il suit de lä, qu’en faisant pour plus de simplieite 
b—u? = e'?, e—ar = el’; 
En — _ (—1)? 
2+(23-+1)(24+3)? 
on a 


je 3ME® & (1.3.5....2%—2n—1) (1.3.5....2r —1) gli-ın, grin 
dans u (1.2.3.....—n)(1.2.3....n) 


pour le terme general du developpement de V dans le cas particulier de 





2 
g9=0, Le signe 2 indique, qu’on doit prendre la somme des A-+1 termes, 
0 


qui r&sultent de cette formule en y faisant successivement n = 0, 1,2, 3, .... A. 
La formule (p‘.) donne done les coefficients designes par A.,, dans la for- 
mule (?.). 
Considerons maintenant le cas ou l’on aurait d= 90°, et par con- 
sequent @=0. Alors, il faut developper le radical 
EHE y + He, 


qui devient 


1 | s 2 oo? —; 

A een. Fe en 

r 1 cos r 7 rt + r? ’ 
en y faisant bJ=rcosa, c=[rsina. 


Les termes du developpement de cette fonction qui sont multiplies 
par une puissance paire de 7‘ et x sont de la forme 


N y? m / gr\r y 2l 
EEE) Rene 2)‘ 


ou l’on a, apres avoir fat m $n + =X: 


)  Z — 4-3 DI 29...(—4—4—-1+1) 
TOAEEBEEELE Dr2u) ° 





ou bien 
Nie (—1)H.(1.3.5.7....22+27—1) 





2ir1(1.2.3....m) (1.2.3....n)(1.2.3....22)° 
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Le terme general du developpement pr&cedent etant 


N (2cos@)? amp 
AFRl 4 





Ir 
xy 
on aura 


3 MNN’ (2cosn)?! 


a Byte), 





pour le terme correspondant du developpement de V, apres avoir fait 
nv — 1:35... 2m +21—1)(1.3.5....22—1) 














1.3.5.7....224+3 

On a done 
nn — CH A35... 221) 35... m NN 3.5... 21) 

(1.3.9...24-#3) (1.2.3....m)(1.2.3....n)(1.2.3....22) u 
Comme ? doit prendre toutes les ‚valeurs 0, 1, 2, 3, .... A, nous &erirons 
vv _ CHAM IH)... (AHA) (135....2m+27-1)(13.5....2n—1) 
or 23—1)24 +1) @7+3) (1.23....m)(1.23....n) (1.23....27)° 
ou bien 

NN — (—2*.N’ 


— H-N)@ATI)AIL3 
en faisant 


N = CMADNDAH).. (AH+AN 35... 2m HN) (135... Or) 
>.1123....0)(623....0)(8.23....20 
Il suit de la que le terme general de V peut ätre exprime ainsi: 
— 11 

PT Gern, aa) 52 NR. ach)". 
Pour une valeur donnee de X il faudra prendre la totalit@ des termes 
qu’on obtient en prenant pour m, n, Ü tous les nombres entiers et positifs 
(y compris zero) qui satisfont a l’equation m--n--/=N. Or on sait, 
que pour avoir toutes les solutions de cette @quation il faut developper 
le trinome (y-+x=+.2)‘, et prendre ensuite pour »m l’exposant de y, pour 
n celui de x, et pour Z celui de z. De sorte que le nombre total des 
solutions est Egal a 


14243... 411 ArDOrD, 











Nous avons 





co 2!5 + 2Tcos2 !—1)s-+ TI UN m 


mi. 
(2 0080)? = ? BE 
RW. EL 2) cos? (l—3)5 + etc. 


21(21—1)(22—2)....(1+1) 
+ Rs..3 





c080 u. 
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r — 


Donc en supprimant le terme multiplie par cos0» et observant que A 
est la plus grande valeur de /, on aura par la formule (»‘.) une ex- 
pression de la forme 

RT ‚008254 @, 00845 ....+ 6, 00822]; 

rıt+24 (1 (2) (4) ’ 
d’ou on pourra conclure les coefficiens designes par BD.,,, dans la for- 
mule (?.). 


Turion le 10. Avril 1839. 
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19. 
Addition a la Note de Mr. Plana, intitulee „Note, 
ou l’on explique une remarquable objection faite 


par Euler en 1751 ete.” 





. V 
Y oici le calcul de deux exemples relatifs au cas, ou une des deux parties 
du binome A+B serait imaginaire. Soit d’abord 


M = valy5—7v—n) = v(d—B); 
nous avons A=41y5; B=7y—7; partant A= 8405; D’—= — 345; 
4—B= 8745 = 7.3; 2#+B= 8062 = 2.239.139; p== 9372; 
r=2.3=6. La formule (II.) donne 
M— V(z+12)+V (z—12) ER V(4z4+6)+V(4z—6) 
2YV32 v4 
L’&quation (III.) devient 
2’.29.139 = 7.4031 = 2’ —7.6°%. 2° +14 .6°%. 2? — 7 .6°. 


. 








u" 





Il est facile de voir, qu’on satisfait ü cette &quation en prenant s—= —): 
donc on a m +V5+V—7 
V 64 


Maintenant, on ignore avec quels signes on doit prendre ces quantites ra- 
dicales; mais l’El&vation ä la septieme puissance demontre, qu’on doit prendre 
v5+V-—7 
we. va 
Cette ambiguit@ est moins un inconvenient qu’un signe de la perlection 
du langage algebrique: car dans cet exemple, l’equation qui determine 
demeure la m&@me dans ces quatre cas: 
V(A-B), v(-A—B), v(A+B), vV(—A+B); 
ainsi il est Evident qu’on doit trouver quatre valeurs pour M. 
Pour offrir un second exemple de ce genre; soit 
7 7 
M= v(l3Y3+yY—5) = v(4+B); 
2=507; B=—5; #-B=e5N=r; A+B—=502; p=T; 
r=?2; partant 
M— ars ii V(z+ E. Vixz—4) 
2v 27 V64 
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L’&quation 2.27.5022 = 2! —7.V. 7 +7.9.2°—7.%.x 
est satisfaite, en prenant z= 1: donc 
cr Ve 5 
a v64 
L’elevation a la septieme puissance d@montre la justesse des signes. 
Il y a des cas ou, au lieu d’une telle &l&vation, il conviendra d’em- 





ployer ce procede. Soit Y(a+dby—-1) le radical en question: en posant 
a=y(a—+b')cooP, db=y(a’-+b’)sin®, on sait que 
r rn e h 
Ya+by—1) = V(@ +3‘) [cos (er) sn (2+°#*) v-1]. 
Actuellement, si l’on fait A = 0, 1, 2, 3 on pourra juger par les valeurs 
numeriques ainsi calculees, quelle est celle qui doit coincider avec la valeur 
obtenue par l’autre methode. 
6. 7L 5 
Il y a une autre maniere d’envisager le radical Y(A+B): elle con- 
siste ä fare A= —4a; B=y(4a’—b): alors on a 
RR; u 
y=v4A+B)=YtatYaa—b), F=rl-ta-Ydd). 
Or on sait, qu’en posant Y+ “ =z, 00a 
b , . BL 
y" +7 = "ng" vb + 2 3) zum vb’— etc. 


a 7 i 2n A 
D’un autre cöte y” Am—a: donc en faisant z=uy ’b, on aura l’&quation 


‚n 








—.a n(n—3) u 
Vb 2 
Comme a=—24, b=A'’—B, cela revient a dire, qu’on a ces treis 


equations: 
y=y(A+B); 


2n n 
M.\yY—uyv(4#—B)+V(2—P) = 0; 
24 a 2, lud) ma Ran I2)a—5) mn | 
vage EEE un 2.3 u” -+- etc. 
De cette maniere on &vite la consideration du facteur designe par p dans 


l’autre methode. Mais, dans celle-ci il faudra faire Ve, —=kyß 


= u"—nu"”+ "=? etc, 











u=vyf, pour @liminer la quantite irrationnelle Yf, si l’exposant n est 
impair: ensuite il faudra faire disparaitre les denominateurs. Tout cela 
rend l’application de la methode moins expeditive. En general, il faudra 
s’en tenir aux formules (11.) et (III.). 

Turin le 30. Avril 1838. 
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20. 


De ceurvis et superficiebus secundi ordinis. 
(Auctore Dr. Ottone Hesse Regiom.) 





|— — 


Sectio prima. 


De relationibus inter coefficientes duorum Systematum substitutionum linearium, quorum 
utrumgue efficit ut data functio quaelibet homogenea secundi ordinis transformetur 
in aliam, quae solis variabilium quadratis constet. 


1. 
Propositis inter variabiles: 
Kı X Kor in Be YıyıY ve. 
n aequationibus linearibus hujusmodi: 
ee 2). (n) 
L ss es yıtint..% Y 
* (x) ” . » R 
coefäcientes x; , quorum numerus est n.n, ita determinari possunf, ut 


data functio quaelibet homogenea secundi ordinis variabilium x, x, .... x, 


transformetur in aliam variabilium y, Yz +---+. Y„ de qua binorum producta 

n(n—1) 
2 

valere necesse est, quod substitutionibus (1.) 


evanuerunt. Cui conditioni ut aequationes (1) satisfaciant, 


tiones inter coefficientes x/ 


n(n—1) 
2 
soli 2 termini earum quadrata continentes remanere debent. 


aequa- 


factis termini in binas variabiles Y, Y2»»+. Y„ ducti evanescere et 


Jam ut aequationes, de quibus dictum est, nanciscamur, 3 a, ,.x,.X; 


x. 


functionem esse datam statuamus. Qua in summa numeris 4, A valores 
12....72 omnes ita tribuantur, ut posita aequatione @,, = a,, termini in 
x,&, ducti, ubi #, A diversi sunt, duplices, sin vero %, A aequales, sim- 
plices appareant. Si porro ponamus: 

eyıteynt-. @y 


expressionem esse, in quam summa 3a,;,x,&; substitutione (1) facta abit, 


%h 


nihil impedit quominus substituendo valores x, X, .... x, © (1) in aequatione 
2. 2 4,1 %,%1 = G y’+6@,y:4+....6y: 


ei comparando singulos terminos aequationes deducemus sequentes: 
Crelle's Journal d. M. Bd. XX. Hit. 4. 37 
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(9) _ N () 
i 12 0,2%, &ı Bi d > Ay, %. % 2 dz 4,3 x” x 
0=xr — +." — +...+ 2,’ u 
(< > 
da," dx. u dc? 


(pP) _(p) 
6, z 4,3 x, x; 


#1 
quarum prior, positis e numerorum 1 2..,.n serie loco p et g diversis 


“ P} n (n —1) . .,» - . ® 
numeris, illas ———— aequationes conditionales suppeditat, quibus in aequa- 


tionibus fugere non potest, numeris pP, g inter se commutatis, eas integras 
manere. E posteriori formula, posito 1 2.... n loco p, n aequationes fluunt, 


quibus coefficientes @, quadratorum ipsarum variabilium Yı- Ya » +++ Y„ tan- 
quam functiones coefficientium x” determinantur. 








2 
Repraesentetur per formulam: 
r u A a (+2) (?r) ı- 
Js L =X%, Yo Yntee+ Yan 
alterum n aequationum systema, quibus eadem functio data Za,,x, x; in 
° #2 
formam redigatur sequentem: 
Y 2 Y „2 " 2 
— Q,n Yırı — En Yap — ee — 2n Y?n 
eadem ratione atque antea sequuntur aequationes: 
ER n+g) _(n+g) 
dS a,,cı „tn dsa,a, 
— (n+p) x. (n+n) %,4 j 
0=z; Act +, det? Te 
1 2 
(n$o) (n#q) 
dz a, ,%, en a 





(n+p) _%4 
u +r da” 


iz (n+p) _(n+p) 
—6(,,=2Z 4,72%, X 


a 
nd 


qua EX aequatione priori, positis valoribus 12 .... n diversis loco p, 9, 


. n —f ..® - . . 
aequationes inzh conditionales fluunt, posteriori n coefhicientes @,+, de- 
terminantur. 


Contemplemur illas n(a—1) formulas (3), (6) quibus solis coefli- 


cientes x‘) et x\'*” satisfaciant necesse est, ita ut de functione Gy, 2%; 
. % 


substitutionibus (1) vel (5) factis variabilium y, Yı +++. Yu Vel Yarı Ynt2 ver Yan 





1 
binarum producta evanescant. Facile patet aequationibus (3), (6) ie! ) con- 


2 


e : 1 . | 
stantes @,, inesse, vel potius ar) — 1, quippe e quarum numero unam 


1 ’ 
aliquam = 1 ponere licet. Unde sequitur illarum A — 1 constantium 
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eliminatione an Im. aequationes inter coefficientes substitutionum (1), (5) 
la s ' 
solas existere. Sed hae (n 1 a aequationes alio aequationum syste- 


ınate repraesentari possunt, quae neque inter omnes coefficientes x. ax,"+” 


symmetria careant, nec tam multas constantes eliminandae praebeant. Quas 
aequationes ut nanciscamur antecedentibus formulis alias quasdam addi 
convenit. 


3. 
Quum ad finem si supponimus ex aequationibus (1) vice versa sequi: 
ya NE. 


. (4) ) 
inter coefficientes X," et x, duo aequationum systemata valent haec: 


u X + Kt tn Rn 
ELLE K® LH... + X 

i ' ) (? 
1 LEN... + 


=" LEI” +... +0 X 
in quorum posterioribus aequationibus numeris %, A e numerorum serie 
1 2.... 22 valores diversi tribuendi sunt. Quibus expressionibus (8) varia- 
bilium Yı Ya +++. Y,„ substitutis in aequatione (2) singulos comparando ter- 
minoSs ae 


10. a = EX LEXXP +... XOX”. 


Facile patet ex aequatione proposita, si multiplicetur per x‘ et pro A 


deinceps ponetur 1 2 .... 7, aequationum systema prodire, quod additione 
facta abit in: 
(p) 
a, +4, „a + .... A, — ng 


Qua ex aequatione numeros 1 2.... 2 loco » deinceps ponendo sequun- 
tur 7% aequationes: 


' (p) x | u: 2 (pP) 
a, ıXı + 4,2% .»u eu 0 + d,n Kn —— G,X, 
(p) R BR - u: (P) 
11 d, ı Xı + 4,% +. tGn&n — G,X: 


“ . - . - . “ . - ® 


@ (P) Br (p) 
Anı%ı u BZ = @,X, 
quarum solutio secundum x? x? .... x’ suppeditat 2 aequationes se- 
quentis formae: 


37 * 
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(p) 
X 


Gp 
„6(P) 


12. 7, = 4 PL 4, +... px, 


ep) 
rn { . 
> A, X” + A, X” +... +4,” 
ubi adnotandum est, cum sit a,, = qa,,, etiam A,, et A,. functiones 
quasdam coefficientium «@,,, inter se aequales esse. Aequationum vero (12) 


loco hanc statui licet: 


(p) 
= 4,2” +4,.X° +...+4,XP 





== A,. og + A, x,» t..+ A, x, 








X, 
_ "as 
quam si multiplicamus per x et numeros 12 ..... n loco p deinceps 





ponimus 72 aequationes nanciscimur, e quibus facta additione procrescit: 
UM a) Ei 


3. A,= rt ag , 


Eadem ratione e substitutionibus (5) formula sequitur haec: 














er ar Pie 7 U EP ale 
14. —A,= wo Ei +...+ G, 
quam si addimus ad (13) At: 
PL ODER BC) DC)" ze) „n) 








4 - 4 x 1 * 2 che 
15. 6, + G, u uhEE, == 0. 


2 
Hac ex aequatione, positis loco », A valoribus 1 2 ..... 2 et diversis 


n(n+1) 
2 


et aequalibus, fluunt aequationes et inter coefficientes omnes 


x xt) et inter quantitates @, @, .... @,, symmetricas. E quibus, facta 


eliminatione illarum 2 quantitatum, quippe quae 22 —1 quantitatum vicem 


NEE ai 


lationes sequuntur, quas ex aequationibus (3), (6) eliminatione constantium 
prodire adnotavimus. 





impleant, eaedem inter substitutionum (1), (5) coeflcientes 


4. 


Sed facile est perspecta ab aequatione (15) vice versa ad (3), (6) 
nos redire posse, Quem ad finem assequendum convenit aequationem (15) 
in duas (13) et (14) dirimi, quarum e priori, positis aequationibus (9), 
aequationes (12) derivantur, quarum solutio secundum X,” XP ,... XP 
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suppeditat aequationes (11) e quibus facile sequuntur (3), (4); et simili 
modo e posteriori (14) aequationes (6), (7) invenimus. Quibus in aequa- 
tionibus constantes, quas functio = 4,,%,%, continet, ita insitae reperiun- 


%, 


tur, ut functio ipsa ex iis facile restitui possit. 


F ERB.:.: Liu 
Cum vero aequatio (15) 3753 2 oe we modis in duas aequa- 


tiones formae (13) et (14) dirimi possit, totidem functiones > A, 2%, %, 





’ 


diversas cognoscimus, e quarum quaelibet duo aequationum systemata 
nascantur, quae quomodo (3), (6) eodem modo et ipsae loco (15) poni possunt. 


Id quo melius perspiciatur aequatio (15) exempli gratia dividatur 
in duas has: 











a = ae) u ar ar) rt) art) 
A; _ u + G, + ..+ u; + | Gn+i 
Ti ar) il „+2 ar zer 2”) zer) 





Bi i x x > 
ut — G, + Gn+2 En ....o + ae -- ©, 7 





e quarum priori, positis aequationibus: 
1= "WW LaMYP+...+=eP?Y® 
0= Pr YT LP YPL... +2? Yo 
1=."YN ++... +) Ye Lat yo 
= NL +... +2 rem ae 


ubi numeris ?, g diversi valores 1 2.... (a—1) (a-+1), numeris %, A 


diversi valores 1 2 ..... 2 tribuendi sunt, facile prodit: 
xP 


u 4 (pP) x (pP) r(p) 
G» = A,Y, +4, Y, +...+4,.Y. 


e qua aequatione vice versa sequatur: 


ep e _(p ep (p) 
4,1% Fa. +... +9. = G,X, 
- ‘ ‘ “ 
unde, cum sit a4,,=a,, quia est A,,—= A,, prodeunt: 


’ (9) _(q) ‘ (9), 
dza,, X, X, ( ‚dZa,,x, X) (p) 
+ x? au +...rX 
dz;, 


(W 
dx, 


= f (P) (pP) 
G6,=2 a,,a0/ a, 





‚ N 
dzZa,,x, x 
N ’ 


n 











a. 0d= x” 
dx 


ubi loco p, g diversi valores 12 ....(n—1) (n-+1), loco A, x diversi 
valores 12.... 2 omnes ponendi sunt. Simili modo e secunda aequa- 
tione, quam supra statuimus, sequuntur: 
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Sa (v) ir) p (v) „(r) 4 Wu) 
ji 10 3 da, ,x, x, Lo dza,,x, x; a" dz.a ‚x x" 
on ( n .. .t : 
1 d ey 2 d a, n d cr) 
—6@, za >. a, ’ x x; 


) 


ubi numeris u, v diversi valores n, (n-+- 2),....(?n) omnes tribuendi sunt. 
His quatuor aequationibus efhicitur ut functio > a,; x,&, substitu- 


x,4 


tionibus: 
ae () 2) (n—1) _, (+1), 
x, — %, Yı + x, Ya +...+2% Ya-ıt %ı Yn+i 
(n) (n+?2) _ (n—1) _ ‚(2n)_, 
et X, = 4%, Yn +r; Yızt-o. +8 Ya-ıTt %ı Yan 


transeat in: 


7 2 


G, Yı + G, Y; +...+ G,-ı + G;,ı Yarı 
et — Gy. — GG. Ye Gran Wach — 6, Yan 
qua ratione functionem > 4,,%,&%, unam ex ils reperimus, quarum men- 
tionem fecimus, e qua nascuntur aequationes (4), (d), quae aeque ac (3), (6) 
aequationem (15) repraesentant. 
> 
Si aequationem (15) per d,,, multiplicamus et numeris %#, A valores 


n(n-+-1) 
2 


‘ 


1 2 .... 2 omnes et diversos et aequales ex ordine tribuimus, aequa- 


tiones prodire videmus, quaruım summam hunc in modum designari licet: 











= (1) 2) 2) (?n) (?n) 
16 >> b,,. X. %) dns %, X, n u” zb,, X, %X;] u; 
G, G, Gar . 
. - n (n +1) . . . . - . 
Facile vero patet a Ye coefficientes Ö, , multimodis ita determinari posse, 


ut ex (?n) summis, e quibus conflata est aequatio autecedens, (?n—1) 
earum evanescant, unde fit ut religquam semper sponte evanescat. 

Sed et in aequationibus (15) quantitates @, @, .... @,, et in (3), (6) 
quantitates @,, ut indeterminatas habere licet. Unde satis elucet e quan- 


> (p) .,. . > —— 
tıtatum x, numero, cum conditionibus (n )(n—2) 


2 
I n 2 +3n un 2 * . » . . 
m earum EX arbitrio determinari posse. Quas quantitates omnes 
si tanquam 2n systemata valorum variabilium X, X, .... X, considera- 


mus, ex antecedentibus theorema fluit hoc: 





solis satisfaciant, 


Theorema 1. 
Si functio aliqua secundi ordinis variabilium X, X, .... X, hbomo- 
»senea pro (?n—1) systematis valorum evanescit sequentium = En, 


° ” u nl). BEER un nl?) m nl?) o 
A,=r0', Az); Am, A,=xD, u... Ä=x:; .... . 00» 
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(n—1)(n—2) 
2 
valent, quae e (3), (6) facta coefficientium a,,, eliminatione prodeunt; functio 

illa etiam pro reliquo systemate evanescit. 


6. 
Theorema propositum per se dignum quod adnotetur inprimis magno 
est usui in geomeftria, quoniam in theoria curvarum et superficierum se- 
cundi ordinis quaedam problemata, quae valde diversa esse videntur, pror- 


sus congruum docet. Id sequentibus illustrabo. 
(P) ac?) 


aequationes 





X, K,=r”, ... X, = x," inter quos 


Posito n=3 per distantias designemus puncti alicujus 


(p) ? m ) 
7, T, 


p a duobus axibus fixis cum puncto in eodem plano sitis, sub angulo recto 
se intersecantibus. Tum facile est inquirere, quid in geometria significat 
aequatio (3), quae positis loco p, g valoribus 1 2 3 diversis tres aequatio- 
nes praebet has: 
0=a,(a, ta, ta, )t2 la, tan ta, 
+2, (4,0, ta,’ +a,,®,’) 
= x, (@,,2%, +a,2,.+a ,e”)+x,(a,,x”+@,,r,”+a,,2,') 
fx? (a, x) +4, ,2,’ + a, ,x7) 
0 == x, (a, +a, ,x 2. ta, ‚”,)t+2,'(a,,x,’+0,, x" +a,, e 
+2, (a, x, +a,, 20 + a, ‚x ). 
Constat enim aequatione prima conditionem exprimi ut punetum 1 in linea 
poleri puncti 2 vel punctum 2 in linea polari puncti 1 situm sit respectu 
curvae secundi ordinis, quae analytice repraesentatur aequatione: 
=x, (a, 1 x“ t+4:%H+ 4,3%) + © (a, 1 x,+ 4,2% + 4,;,%;) 
+ 2%; (0,1%, + 4; &: + a;,,x;) 


To . . 
» — eoordinatas orthogonales desiguant. 
3 zer 


Unde haud difficile est animadversu aequationes illas tres conditio- 
nes continere, ut puncta 1 2 3 ita inter se conjugata sint, ut linea polaris 
cujuslibet eorum reliqua tangat. Proposita igitur curva aliqua secundi or- 
dinis bina puncta, quorum alterum in linea polari alterius situm est, puncta 
respectu curvae propositae conjugata et terna puncta, quorum quodque po- 
lus est lineae per duo reliqua ductae, systema punctorum respectu curvae 
propositae conjugatorum in sequentibus appellabo. 


x 





in qua rursus 
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Eodem modo aequatione (6), quae positis loco p, 4 valoribus 1 2 3 
diversis suppeditat has aequationes: 

pa x ( a, x 4 4, x) + 4, 9) + x" (a, , a) 4 a, x'® + 4, ; x) 
+% r (@,,, x, + 4, ; x, r 0,3 x,) 
(a, 20 +0,20 +0,20) + 2a 0 +a, ‚a0 +a =") 
+ x, (4, | x, 7 a, 2 x, r 0, ; x,') 
0=x’(a, 2 +4,” ra,%) + 2la,, + a4,,%, +4,,x;') 
+2,(@4,2" +a,x”+a,,x,) 

conditiones exprimi intelligimus ut puncta 4 5 6 respectu ejusdem curvae 


ac puncta 1 2 3 systema punctorum conjugatorum constituant. Cum uno 
secundum theorema 1. aequationis: 


= b,, A, + b22 + b;,; X; + 2b,; A,X, +2 b;,ı AÄ,L, + 2b. A,A, 


coefficientes d,,, d2,2.... semper ita determinari liceat ut coordinatae punc- 


1, 2 substitut tioni satisfaci 
u’X substitutae aequatıonı satıslacıant, per sex 


O 





torum 1 2.... 6 pro 


puncta, quae consideramus;, curva quaedam secundi erdinis duci potest. 
Unde hoc fluit theorema: 
Theorema 2. 
Proposita curva aliqua secundi ordinis bina systemata quaecunque 
punctorum respectu ejus conjugatorum in alia curya seeundi ordinis sita sunt. 


7. 
Hic quaestio praetermittenda non videtur num vice versa sex puncta 
in curva aliqua 8. 0. ex arbitrio sumta tanquam duo systemata punctorum 
respectu alias curvae s. 0. conjugatorum considerari liceat. Facta in (3), (6) 


(r—V(n—?2) 
2 


ditionales prodeunt; hoc igitur casu, quo 2 = 3 ponitur, unica aequa- 
tio inter coordinatas intercedit.e. Unde sequitur si e duobus systema- 
tis punetorum respectu alicujus curvae s. 0. quinque ad arbitrium ponan- 
tur, sextum in curva quadam ex arbitrio sumi posse, quam curvam per 
secundum theorema eam secundi ordinis esse videmus, quae per quinque 
puneta ex arbitrio sumta determinatur, 

Simulac vero sex puncta 1 2... 6 ita determinata sunt, ut pro duo- 
bus systematis curvae alicujus s. o. habere liceat, quoque ipsa prorsus de- 
terminata est, quod coellicientium @,,;, quas aequatio curvam analytice re- 





coefficientium «@,, eliminatione, ut vidimus, aequationes COn- 

















20. Hesse, de curvis et superficiebus secundi ordinis. 293 


praesentans continet, determinandorum numerus aequationum conditiona- 
lium numero superatur. Unde habetur: 


Theorema 3. 
Quaelibet sex puncta in curva aliqua secundi ordinis sita et quo- 
libhet modo in duo systemata trium punetorum divisa, duo sunt systemata 
punctorum respectu curvae cujusdam alius secundi ordinis conjugatorum. 


Sed cum sex puncta decem rationibus in duo systemata trium puncto- 
rum dividi possint, decem curvae 8. o. diversae exstant, quarum cuique 
sex illa puncta duo sunt systemata punctorum conjugatorum. 

Igitur si spectamus theorema antecedens, facile intelligitur problema: 
datis e duobus systematis punctorum conjugatorum quinque punctis sextum 
punctum invenire cum problemate: datis quinque punctis curvae alicujus 


s. 0. sextum aliquod punctum in eadem curva positum invenire, prorsus 
congruere, 


8. 

Vidimus supra proposita curva aliqua s. 0. f(x,2,%;) =0, ut 
puncta 7, g respectu ejus conjugata sint, inter coordinatas eorum aequatio- 
nem respectu coefficientium expressionis f(x, x,x;) linearem locum habere: 

af (a) + aM a0) + Ef (E) = 0. 
Igitur quot paria punetorum conjugatorum consideramus tot hujusmodi 
aequationes habemus. Cum vero expressio f(x, x,x;) quinque coefficien- 
tes contineat, quinque paribus punctorum conjugatorum datis curva ipsa 
determinata erit. Quare proponere licet problema: datis quinque paribus 
punctorum respectu alicujus curvae 5. 0. conjugatorum curvam construere. 
Si vero quatuor tantum paria punotorum respectu alicujus curvae s. 0. 
data sunt, inter quinque coefficientes aequationis curvae quatuor aequatio- 
nes lineares locum habent; quarum ope ex uno coefficiente reliqui linea- 
riter determinari possunt. Sit A coefliciens, quo reliqui lineariter deter- 
minantur. Quo facto curvae aequatio formam induet: 

Dana) HrAV lm 0;) = 0 

designantibus ® et %Y functiones 8. 0., quarum coefhicientes e coordinatis 
punctorum datorum compositi sunt. | 

Has igitur aequatione A pro arbitrio sumto omnes curvae reprae- 
sentantur, quibus quatuor paria data punctorum copjugatorum sunt. Cum 


vero, quicunque sit valor ipsius A aequationi quatuor punctorum coordi- 
Crelle’'s Journal d. M. Bd. XX. Hft.4. 38 
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natae satisfaciant, in quibus curvae P=0 et Y=O0 concurrunt, omnes 
curvae 8. 0. quibus sunt quatuor paria punctorum conjugatorum data, in 
quatuor punctis concurrunt, Sese oflert igitur nobis alterum problema, 
dignum quod suscipiatur: quatuor puncta intersectionis omnium curvarum 
8. O0. invenire, quae quaelibet quatuor paria punctorum respectu earum 
conjugatorum data habeant. 

Proposita curva aliqua s. 0. quodlibet systema punctorum respectu 
ejus conjugatorum vice trium parium punctorum conjugatorum fungitur, 
Quare curva ipsa cum dato quolibet systemate punctorum conjugatorum 
datisque duobus quibuslibet paribus punctorum conjugatorum, tum duobus 
quibuslibet systematis punctorum conjugatorum in curva aliqua 8. 0. sitis 
determinata erit. Si vero e duobus systematis punctorum respectu curvae 
alicujus 8. 0. copjugatorum quinque puncta data sunt, hoc modo quatuor 
tantum puncta in illa curva sita determinata erunt. 


9. 


Jam legem reciprocitatis, quoad ejus usum faciam, paucis verbis 
adumbrem, cujus ope ex antecedentibus alia theoremata sine magno ne- 
gotio Auunt, quas commemorandas existimaverim. Haec lex ea re nititur 
quod, curva aliqua s. 0. proposita, quae directrix appelletur, si puncta 
quaedam in linea recta sita sunt eorum lineae polares in polo illius lineae 
concurrunt et si lineae quaedam in uno puncto concurrunt earum poli in 
linea polari illius puncti siti sunt. Unde elucet cuique theoremati, quod 
docet quasdam lineas in uno puncto concurrere aut quaedam puncta in 
linea recta sita esse, alterum theorema respondere, quod vice versa enun- 
tiat, quaedam puncta in linea recta sita esse, aut quasdam lineas in uno 
puncto concurrere, ita ut cuique lineae alterius quoddam punctum alterius 
theorematis respondeat. | 

Sic porro euique puncto in curva aliqua s. o. sito linea aliam cur- 
vam s. 0. tangens et cuique lineae curvam priorem tangenti punctum in 
posteriori situm respondet. Talium curvarum alteram alterius curvam 
respectu directricis propositae polarem vocabimus. Proposita curva aliqua 
3. 0, binas lineas, quarum altera ducta est per polum alterius respectu cur» 
vae propositae conjugatas appellare convenit, cum respondeant binis punctis 
respectu curvae polaris conjugatis. Denique teroae lineae, quarum quae- 
que linea est polaris puncti, in quo coeunt duae reliquae, systema linea- 





an 
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rum respectu curvae propositae Conjugatarum constituant, quippe quod 
systemati puncetorum respectu curvae polaris conjugatorum respondeat. 
His praemissis theoremata adjieiamus legis reeiprocitatis ope e theo- 


rematis 2., 3. sequentia: 
Theorema 4. 


Proposita curva aliqua secundi ordinis bina systemata quaecungque 
linearum respectu ejus conjugatarum aliam secundi ordinis curvam tangunt. 


Theorema 5. 
Latera duorum triangulorum curvae alicui secundi ordinis circum- 
scriptorum pro duobus systematis linearum respectu alius cujusdam curvae 
secundi ordinis conjugatarum habere licet. 


Eadem ratione e $. 8. sequitur: datis quinque paribus linearum 
respectu curvae alicujus s. 0. conjugatarum curvam ipsam determinatam 
esse: Omnes curvas 8. 0., quae eadem quatuor paria linearum conjugata- 
rum data habeant, quibusdam quatuor lineis simul tangi. Cum vero sy- 
stema linearum respectu curvae alicujus s. 0. conjugatarum pro tribus pa- 
ribus linearum respectu ejus conjugatarum habere liceat, duo systemata 
data linearum respectu curvae alicujus Ss. 0. conjugatarum, quae, ut supra 
intelleximus, curva aliqua s. o. tangantur necesse est, curvam ipsam de- 
terminabunt. Si vero e duobus systematis linearum respectu curyae ali- 
cujus s. 0. conjugatarum quinque lineae datae sunt ea ratione quatuor 
tantum lineae eam curvam tangentes determinatae erunt. 

Denique respicientibus nobis ad definitionem systematis linearum 
respectu curvae alicujus s. 0. conjugatarum observare licet, puncta tria, in 
quibus binae earum linearum concurrant, systema punctorum respectu ejus 
curvae conjugatorum constituere. Quare ex antecedentibus hoc fluit theo- 
rema notum: 

Theorema 6. 

Quaelibet triangula duo curvae alicui secundi ordinis inseripta, alii 
curvae secundi ordinis circumscripta et vice versa quaelibet triangula duo 
curvae alicui secundi ordinis circumscripta alii curvae secundi ordinis in- 


scripta e83®. 


10. 


Revertamur ad theorema 1. posito n = 4 geometrice interpretan- 


dum. Quo consilio coordinatae punctorum aliquorum 9, g nocentur 
38 * 
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normalibus sunt parallelae. OQuae coordinatae si satisfaciant aequationi (3) 
puncta determinant, quorum alterum in plano polari alterius situm sit 
respectu superficiei secundi ordinis aequatione 2,,4,,%,x, = 0 repraesen- 
tatae. Quo apparet aequationibus sex, quas aequatio (3) positis pro 9, 9 Va- 
loribus 123 4 diversis praebeat, conditiones exprimi ut puncta 1234 ita 
conjugata sint ut planum polare cujuslibet eorum reliqua tangat. Propo- 
sita aliqua superficie s. o. bina puncta, quorum alterum in plano polari 
alterius situm est, puncta respectu superficiei propositae conjugata et qua- 
terna puncta, quorum quodque est polus plani per tria reliqua ducti in 
sequentibus puncta respectu superficiei propositae conjugata vocabimus. 
Igitur positis pro P, g valoribus 1234 diversis aequatio (6) suppeditat 
sex relationes quibus satisfieri necesse est, ut puncta 5 678 conjugata sint 
respectu ejusdem superficiei ac puncta 1234. His vero conditionibus cum 
theorema (1) doceat omnibus aequationibus homogeneis s. o. variabilium 
A,X,X,X,, quibus coordinatae 12....7 pro variabilibus substitutae sa- 
tisfaciant, etiam octavi puncti 3 coordinatas satisfacere, hac ex re conclu- 
dere licet, omnes superficies per septem puncta 12....7 ductas etiam per 
octavum punctum transire. Unde fluit theorema: 


Theorema 7. 


Proposita superficie aligua secundi ordinis bina systemata puncto- 
rum respectu ejus conjugatorum ita inter se disposita sunt, ut omnes su- 
perficies secundi ordinis per septem eorum ductae etiam per reliquum punc- 
tum transeant. 


Quod theorema, cum quaelibet tres superficies s. 0. octo puncta 
communia habeant, et per septem puncta innumerabiles superficies non 
eadem curva intersectionis gaudentes duci possint, sic quoque enuntiare licet: 


Proposita superficie aliqua secundi ordinis bina systemata puncto» 
rum respectu ejus conjugatorum considerari possunt tanquam octo puncta 
intersectionis trium aliarum superficierum quarundam secundi ordinis non 
eadem curva intersectionis gaudentium. 
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11. 
Vidimus supra facta e (3), (6) coefficientium a,, eliminatione 
(n—1)(r—2) 
2 





aequationes conditionales relinqui. Si igitur n=4 ponatur 


tribus aequationibus coordinatae octo punctorum 123....8 satisfaciant 
necesse est, ut tanguam duo systemata punctorum conjugatorum respectu 
alicujus superficiei 8. 0. haberi possint. Unde sequitur septem ex iis ad 
arbitrium sumi posse, oetavum inde determinatum esse. Notasse hic juva- 
bit cum aequationes (3), (6) novem aequationes, quibus octavi puncti c0or= 
dinatae desint, et tres aequationes respectu coordinatarum octavi puncti 
lineares complectentur, priores ad eoefficientes a,, determinandas suppedi- 
tare, quibus factis posteriores in coordinatis octavi puncti lineariter deter- 
minandis suceurrere. Igitur si e duobus systematis punctorum respectu 
superficiei cujusdam s. 0. septem puncta data sunt cum superficies ipsa 
determinata erit, quia coeffieientes a,, aequationis Za,,x,2; =(0 eam 
repraesentantis coordinatis punctorum datorum exprimere possumus, tum 
octavum punctum duorum systematum. Cum vero illa septem puncta ad 
arbitrium ponere liceat e theoremate antecedente sequitur theorema notum: 


Theorema 8. 
Omnes superficies secundi ordinis per septem puncta ex arbitrio 
posita ductae octavum punctum quoddam illis determinatum tangunt, 


Adjicio alterum theorema antecedentibus probatum : 


Theorema 9. 

Quaelibet superficies tres secundi ordinis non eadem curva inter- 
seetionis gaudentes in octo punctis se invicem secant, quae tanquam duo 
systemata punctorum respeetu alius cujusdam superficiei secundi ordinis 
conjugatorum considerari licet. 


Adnotandum vero hic videtur, cum octo puncta 35 medis in duo 
systemata quatuor punctorum dirimi possint, 35 superhicies s. 0. diversae 
exstare, quarum Cuique puncta octo intersectionis trium superficierum s. 0. 
datarum duo sint systemata punctorum conjugatorum. 

Jam si respieimus ad theoremata antecedentia dubium non relin- 
quitur, quin problema: e duobus systematis punctorum conjugatorum re- 
spectu superficiei alicujus secundi ordinis datis septem punctis ootavum 
punctum invenire, cum problemate datis septem punctis intersectionis trium 
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superficierum secundi ordinis octavum punctum intersectionis invenire, 
prorsus congruat, 


12. 


Proposita superficie aliqua s. 0., ut duo puneta respectu ejus con» 
jugata sint, inter coordinatas eorum unica aequatio respectu coefficientium 
aequationis superficiei linearis loeum habere debet. Quare cum aequatio 
superficiei 8. 0. novem coefficientes contineat, ad determinandam super- 
fiiiem novem paria punctorum respectu ejus copjugatorum data esse ne- 
cesse est. Igitur octo paria punctorum conjugatorum data superficiem non 
prorsus determinabunt, sed curvam solum intersectionis omnibus superhi- 
ciebus s. 0. communem, quae datis octo paribus punctorum conjugatorum 
gaudent. Cum enim inter coefficientes aequationis superficiei octo aequa- 
tiones valeant, earum ope ex uno coefficiente reliqui lineariter determinari 
possunt. Si igitur per A coeflieiens designatur, quo reliqui lineariter de- 
terminantur, aequatio superficiei formam induit: 

Ola, 0%) tra %,%,%,) = 0 

designantibus ® et ‘W functiones s. o0., quarum coefficientes e coordinatis 
punetorum datorum compositi sunt. Quae aequatio, A ad arbitrium sumto, 
cum repraesentet omnes superficies octo paribus punctorum conjugatorum 
gaudentes et ei omnium punctorum coordinatae satisfaciant, quae aequa=- 
tionibus D=0 et Y=0O simul satisfaciunt, omnes illae superficies eau- 
dem curvam intersectionis habebunt. Systema punctorum respectu cur- 
vae alicujus conjugatorum vice sex parium punctorum copjugatorum fungi- 
tur. Quäare omnibus superficiebus dato systemate datisque duobus paribus 
punctorum conjugatorum gaudentibus eadem est eurva intersectionis. 

Simili modo probatur omnes superficies, quae septem paria puncto- 
rum respectu earum conjugatorum data vel unum systema et unum per 
punctorum conjugatorum datum habeant, in octo punotis coire. Nam si 
aequationum septem conditionalium ope e duobus coefficientibus A, u re- 
liqui determinantur, hac ratione aequatio superficiei in formam redigi- 
tur banc: 

Da, a0, 0; 0) + NY (a, 2, 03,0%) u X (0 0808) = 0. 
Qua aequatione, cum coefficientes, quos continent functiones ®, %, X, coor- 
dinatis punctorum datorum determinati sint, A, 1, pro arbitrio sumtis, omnes 
superlicies repraesentantur, quae in iisdem octo punctis coeunt. 
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13. 


Lex reciprocitatis, quam adhuc usque ad theoremata adhibuimus, 
quae ad figuras in eodem tantum plano sitas pertinent, idonea est, quae 
dilatetur ad figuras in spatio quolibet modo sitas. Omnia enim quae in 
$. 9. de punctis, lineis, curvis in eodem plano sitis breviter sunt exposita 
ad puncta in spatio sita, plana, superficies transferri licet. Notum enim est 
omnium punctorum in plano aliquo sitorum plana polaria respectu super- 
ficiei s. o. ad arbitrium sumtae, cui nomen tribuatur directricis, in polo 
illius plani coire, et omnium planorum in uno puncto concurrentium polos 
in plano polari illius puncti sitos esse. Si porro punctum in superficie 
aliqua 8. 0. movetur, ejus planum respectu directricis polare aliam super- 
firiem s. o. tangit, in qua sibi sunt poli omnium planorum superficiem 
priorem tangentium. Talium superficierum altera alterius superficiei re- 
spectu directrieis polaris vocetur. Hac superficies porro ea proprietate 
sunt, ut si binorum punctorum respectu alterius superficiei conjugatorum 
plana respectu directrieis polaria ducantur, horum planorum respectu alte- 
rius superficiei alterum ductum sit per polum alterius et si systematis ali- 
cujus punctorum respectu alterius superficiei conjugatorum plana respectu 
directricis polaria ducantur, terna eorum respectu alterius superficiei in 
polo reliqui concurrant. Quare proposita superficie aliqua s. o. bina plana, 
quorum alterum ductum est per polum alterius plana respectu superficiei 
propositae conjugata et quaterna plana, quorum quodque est planum po- 
lare puncti, in quo tria reliqua concurrunt systema planorum respectu su- 
perficiei propositae conjugatorum appellabo. 


Haec breviter exposita sufficiunt ad theoremata sequentia e theo- 
rematis (7), (8), (9) eruenda: 


Theorema 10. 
Proposita superficie aliqua s. o. bina systemata planorum respectu 
ejus conjugatorum ita inter, se disposita sunt, ut omnes superficies se- 


cundi ordinis, quaecunque septem eorum tangunt, etiam octavum pla- 
num fangunt. 


Cum vero quaelibet tres superficies s. o. octo communia plana tan- 
gentia habeant et innumerabiles superficies septem plana data tangentes 


exstent, quae octo planis neque aliis simul tanguntur, theorema proposi- 
tum sic quoque enuntiare licet: 
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Proposita superficie aliqua secundi ordinis bina systemäta planorum 
respectu ejus conjugatorum considerari possunt fanquam octo plana tan- 
gentia tribus superficiebus quibusdam communia, quae non alio plano si- 
mul tanguntur, 


Theorema 11. 


Omnes superficies secundi ordinis, quae septem plana ex arbitrio 
posita tangunt, quoddam octavum quoque planum illis determinatum tangunt. 


Theorema 12. 


Octo plana tangentia tribus quibuslibet superficiebus secundi ordi- 
nis communia, quae non aliis planis simul tanguntur, considerari possunt 


ut duo systemata punctorum respectu alius cujusdam superfhiciei secundi 
ordinis conjugatorum, 


Notatu hie dignum est, cum octo plana 35 modis in duo systemata 
quatuor planorum dirimi possint, 35 superficies exstare quarum cuique, 
datis tribus superficiebus s. 0. non plus quam octo plana tangentia com- 
munia habentibus, octo plana tangentia duo sint systemata planorum con- 
jugatorum. 

Deinde e $. 12. legis reciprocitatis ope apparet: datis novem pari- 
bus planorum respectu superficiei alicujus s. o., vel e duobus systematis 
planorum respectu superficiei alicujus s. 0. conjugatorum datis septem pla- 
nis superficiem ipsam determinatum esse: omnes superficies s. 0. iisdem 
octo paribus planorum conjugatorum vel uno systemate et duobus paribus 
planorum respectu earum conjugatorum datis gaudentes omnibus pla- 
nis tangi, quae earum quaslibet duas simul tangant: omnes superficies, 
8. 0. septem paribus planorum conjugatorum vel uno systemate et uno 
pari planorum respectu earum Conjugatorum dato gaudentes octo planis 
simul tangi. | 

Denique theorema adjicio, quod ex antecedentibus facile fluit simulac 
cognitum est quatuor plana, quae ductae sint per terna puncta systematis 
alicujus punetorum respectu superficiei alicujus s. 0. conjugatorum, systema 
planorum respectu ejusdem superficiei conjugatorum constituere, et qua- 
tuor puncta, in quibus terna plana systematis planorum respectu super- 
ficiei alicujus 8. 0. conjugatorum concurrant, systema punctorum respectu 
ejusdem superficiei conjugatorum eflicere. 














20. Hesse, de curvis et superficiebus secundi ordinis. 301 


Theorema 13. 


Duo tetraedra tribus superficiebus secundi ordinis non eadem curva 
intersectionis gaudentibus simul inscripta tribus aliis superficiebus secundi 
ordinis simul circumseripta sunt, quae non plus quam octo plana tangen- 
tia communia habent, et vice versa: duo tetraedra tribus superficiebus se- 
cundi ordinis, quae non plus quam octo plana tangentia habent, simul cir- 
cumscripta tribus aliis superficiebus secundi ordinis non eadem curva in- 
tersectionis gaudentibus simul inscripta sunt. 





Sectio alter. 


Solvuntur quaedam problemata in sectione antecedente commemorata. 


14, 


Juvat theoremata (2), (3) geometricis quoque considerationibus pro- 
bare. Quod cum lemmatis cujusdam ope assecuturi simus, Cujus usus in 
sequentibus erit frequens, inprimis id lemma ad demonstrandum pro- 
ponamus: 

Lemma. 

Si in quadrilatero aliquo completo, cujus diagonales tres sunt au, 
bb‘, cc‘, puncta aa’ et bb’ pro curva quadam secundi ordinis duo paria 
punctorum conjugatorum constituunf, etiam puncta cc’ puncta respectu 
ejus curvae sunt Cconjugata, 


Notum enim est proposita eurva aliqua 8. 0. si per puncta respectu 
ejus conjugata linea ducatur, hanc lineam curyae duobus punctis occur= 
rere, quae cum prioribus quatuor puncta harmonica constituant. Igitur 
si (Fig. 1) puncta, in quibus diagonales tres curvam secant, vocamus 
AA', BB’, CC’ et aa’ AA’ et bb’ BB’ puncta harmonica sunt, lemma 
demonstratum erit simulac puncta cc’ÜC’ harmonica esse ostenderimus. 
Licet vero figuram 1 pro projectione centrali alius figurae 2 habere, in 
qua curva secundi ordinis circulus et linea per puncta a’ bc‘ ducta in in- 
finito posita sit *). Qua in figura, cum punctis figurae 1 respondentibus 





*) Poncelet. Traite des proprietes projectives etc. pag. 54. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XX. Hit. 4 39 
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eadem signa tributa sint, lineae AA’be; BB’ac; CC’ab parallelae re- 
periuntur. Porro cum notum sit puncta harmonica in projectione coentrali 
harmonica manere, utrasque chordas AA’ et BB’ linea ab in duas partes 
inter se aequales secat et, ut puncta ee’CC’ in figura 1 harmonica sint, 
chordam CC’ in figura 2 puncto c in duas partes inter se aequales dividi 
necesse est. Restat igitur ut demonstremus chordam CC” puncto c bifa- 
riam dividi, vel perpendiculares tres in chordis AA‘, BB’, CC" erectas 
per puncta a, db, c ductas in uno puncto convenire. Sed hae lineae ab 
angulis trianguli abc ad latera opposita perpendiculariter ductae sunt. 
Igitur in uno puncto eoncurrunt. 
Ex hoc lemmate legis reciprocitatis ope sequitur: 
Proposito quadrilatero aliquo si latera opposita duo paria linearum re- 
spectu curvae alicujus secundi ordinis conjugatorum constituant etiam dia- 
gonales lineas respectu ejusdem curvae conjugatas esse. 


15. 


Lemma propositum et theorema de hexogrammate curvae alicui 
s. o. inscripto a Pascale litteris mandatum et theorema hocce: duo quae- 
libet systemata punctorum respectu curvae alicujus s. 0. conjugatorum 
curvae cuidam alii s. o. inscripta esse et vice versa quaelibet sex puncta 
in curva aliqua s. o. sita pro duobus systematis punctorum respectu cujus- 
dam curvae alius s. o. haberi posse, ea ratione inter se nexa sunt ut ex 
eorum binis reliquum facile sequatur. Sint enim (Fig.3) abc; a’b’c’ 
duo systemata punctorum respectu curvae alicujus s. 0. conjugatorum. 
Cum punctum p‘, in quo lineae ac puneti d polaris linea 5’ c’ occurrit et 
b puneta sint conjugata, cum porro punctum p, in quo @’c’ puncti d’ po- 
laris et bc coeunt, et b’ puncta sint conjugata; secundum lemma proposi- 
tum puncta P et P’, in quibus concurrunt lineae dc, b’c’ et bb’, pp‘ 
conjugata erunt. Igitur puncti P polaris per P’ transibit. Punctum P 
vero situm est in utraque linea be et 5b’c’ quare linea 4a’ earum polas 
jungens puncti P polaris erit et hac ex causa punetum P’ tanget. Igitur 
lineae tres aa‘, bb‘, pp’ in uno puncto concurrant necesse est. Quod sic 
quoque enuntiari licet: latera hexagoni aa’c’b‘bec opposita in tribus punctis 
voncurrere, quae in linea recta reperiantur. Unde theorematis Pascalis 
ope sequitur altera pars theorematis supra propositi, hexagonum illud cur- 
vae alicui inscriptum esse. 
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Si vero ad alteram partem illius theorematis demonstrandam sta- 
tuimus hexagonum aa’c’b’be curvae alicui 8. o. inseriptum esse e theo- 
remate Pascalis sequitur lineas aa‘, bb’, pp’ in uno puncto concurrere. 
Cum vero curva aliqua s. 0. quinque paribus punctorum conjugatorum 
determinetur, puncta abc pro systemate punctorum conjugatorum et d’c’ 
et 5’p pro duobus paribus punetorum conjugatorum respectu curvae ali= 
cujus s. o. considerare possumus. Haec curva gaudet punctis PP’ con- 
jugatis quia dp’ et b’p puncta conjugata sunt. Quare linea P’a puncti 
P polaris erit. Praeterea linea pc‘ puncti 5’ polaris erit quia b’p et bc’ 
puneta conjugata sunt. Unde sequitur punctum @’ in quo coeant lineae 
P'a et pc lineae d’c’ polum esse. Igitur etiam puncta a’b’c’ systema 
punctorum respectu ejus curvae Conjugatorum constituunt, cui alterum 
systema abc punctorum conjugatorum esse supposuimus. 


Hujus theorematis et lemmatis ope theorema Pascalis hac ratione 
probatur. Sit aa’c’b’bc hexagonum quodlibet curvae alicui s. 0. in- 
scriptum. Cum puncta abc, a’b’c’ pro duobus systematis punotorum re- 
spectu curvae cujusdam 8. 0. conjugatorum habere liceat, ita inter se dispo- 
sita sunt, quod lemmatis ope antea demonstravimus, ut hexagoni latera 
opposita in tribus punctis concurrant, quae in recta linea sita sint. 


Denique restat ut lemma demonstretur. Proposita curva aliqua s. o. 
ab et a’b’' (Fig. 4) duo paria sint punctorum respectu ejus conjugatorum. 
Si puncta, in quibus lineae aa’, bb’ et ab’, a’b’ concurrunt per P, et P, 
designamus lemma probatum erit, simulac puncta P, P, conjugata esse 
ostenderimus. Quo consilio supponamus c et c’ polos esse linearum ab 
et a’b’. OQuibus statutis puncta abc, a’b’c’ duo systemata punctorum re- 
spectu curvae propositae conjugatorum erunt. Qua ex causa latera hexa- 
goni bD’acba‘c‘ in tribus punctis P,P,P, concurrunt in linea recta sitis. 
Cum vero punctum P’ polus sit lineae per P, P, ductae puncta P, P, con- 


jugata erunt respectu curvae propositae. 


16. 
Problema 1. 
Dato systemate abc punctorum respectu cujusdam secundi ordinis 


curvae Cconjugatorum datisque duobus paribus aA, b’B punctorum re- 


spectu ejus conjugatorum punetorum a‘, 8 lineas polares invenire. 
39 * 
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Ducantur (Fig. 5) lineae aa’ et bb’ in p coeuntes. Inde ducan- 
tur lineae pA et pB lineis bc et ac in « et ß occurrentes et BD’, 5B, 
aa“, aA lineis jungantur, quarum priores in ß’, posteriores in @ con- 
curranf. Denique linea «’ß’ ducatur lineae ac in ß’, lineae dc in a” 
occurrens et jungantur BP’ et Aa’, Quibus factis BP’ ipsius db’, Aa 
ipsius a’ erit linea polaris. Nam si lineas 5, 5’’B tanquam quadhrilateri 
eompleti diagonales contemplemur, tertia ejus diagonalis pß’ erit, et cum 
bß, db‘ B duo paria sint punctorum conjugatorum, secundum lemma etiam 
pß’ puncta erunt conjugata. Sic porro demonstratur lineis au, aA, pa‘ 
tanquam quadrilateri completi diagonalibus habitis puncta pa’ conjugata 
esse. Unde elucet «’ß’ polarem esse ipsius 9. Cum vero in ß‘ lineae 
«a P‘, ac coeant, linea 5P‘, quippe quae earum polos tangat, est puncti ß'' 
polaris. Tangit igitur puncti 5’ polaris et B et ß”. Unde sequitur BP 
ipsius d‘ eademqus ratione Au’ ipsius @‘' polarem esse, 

In posterum usum adjiciendum videtur, quomodo puncti c’, in quo 
coeunt lineae Ab‘ Ba’, linearum jamjam ductorum ope linea polaris 
construatur, quam cum lineis a‘ db’ et AB in uno puncto Ü concurrere 
lemma antecedens enuntiat cum a‘A, b‘’B, c’'C diagonales sint ejusdem 
quadrilateri completi. Hunc in finem ducantur lineae B’’c’, «‘‘c‘‘ lineis 
pa et pb in a‘ et 5b‘ occurrentes. Porro si linea a’ 5‘ ducitur lineam 
a’ß’ in y’‘ secans, junctis y’C punctis, YC puncti c’ est polaris. Et- 
enim aa‘, BD, »'’c‘'' diagonales sunt quadrilateri cujusdam completi 


1 


et puneta aa‘, 5b’ duo paria punctorum conjugatorum constituunt. 


17. 


Problema 2. 


Datis e duobus systematis punctorum respeotu superficiei alicujus 
secundi ordinis septem punctis octavum punctum invenire. 


Sint abcd, a’b’c’d’ duo systemata punctorum respectu superficiei 
alioujus s. 0. conjugatorum. Ducantur lineae da‘, db‘, dc’, bc’, c’a’, a’b‘, 
quae planum per abc ductum in punctis a’ b‘'c’, ABC secent. Quae 
puncta ita inter se disposita sunt, ut per ab” C, b’c"A, ca" B tres 
lineae rectae duei possint. Porro tria plana per puncta d’b’c‘, d’c’ a’, d’a’b‘ 
ducantur, quae planum abe in lineis Aa’, BP", C'y‘‘ secent. Per has 
lineas et punctum d si tria plana ducimus, haec plana erunt polaria puncto- 
rum a‘'b‘c‘. Cum enim omnium punctorum, quae sita sunt in linea da‘, 
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plana polaria per interseotionem planorum d’c’d’ et abc ducta sint et 
punctum a” in hao linea et in plano abc situm sit, ejus planum polare 
per lineam A«‘’ et punctum d transeat necesse est. Eademque ratione 
probatur BP’ d ipsius b’’ et C’y'd ipsius c’ planum polare esse. Sed 
superficiei et plani abc curvam intersectionis contemplemur et lineas et 
puncta in plano abc constituta respeetu ejus curvae interpretemur. Re- 
spectu hujus curvae punota abc systema punctorum conjugatorum consti- 
tuent et Aa‘ ipsius a’, BP’ ipsius 5’, C’y‘‘ ipsius c‘‘ lineae polares erunt. 
Jam si punotum d‘ non est datum linearum Au’, BP’, C’y‘ nonnisi 
puncta ABU ea ratione, qua usi sumus, determinari possunt. Sed in 
usu sunt hae lineae ad determinandum punctum d’. Nam si per eas et 
per lineas d’c‘, c‘a‘, a’b’ tria plana ducantur in puncto d’ concurrent, 
Quam meditemur quomodo lineae Aa‘, BP‘, C'y'‘, puncto d’ non cognito 
reperiemus. Haec rem questio in problema I. redit. Si enim respieimus 
ad curvam in plano abc sitam respectu ejus datum est systema abe 
punetorum conjugatorum et tria paria a’ A, b’B, e''C punctorum con- 
jugatorum. 


18. 


Etsi problema antecedens omnino est absolutum ad nexum octo 
punctorum, quae duo systemata punctorum respectu superficiei alicujus 
8. 0, conjugatorum constituunt, melius intelligendum et inde alteram pro- 
blematis antecedentis solutionem deducendam investigationem datorum octo 
punctorum de integro succipiamus. 

Datis systematis duobus abcd, a’b’c'd’ punctorum respectu super- 
ficiei alicujus s. 0. conjugatorum punetum plano dbb‘ et lineae aa’ com- 
mune p vocetur. Hujus puncti, quia situm est in linea polas «a’ jungente, 
planum polare per intersectionem planorum polarium dcd et b’c’d’ trans- 
ibit, et quia hoc punctum in plano dbb’ inest, ejus planum polare per in- 
tersectionem plani @'c’d’ et lineae ac transeat necesse est. Si igitur pla- 
num dueis per puncta tria intersectionis plani dcd et lineae b’c/; b/c’d 
et bc; a’e'd’ et ac puneti » habes planum polare. Sed ejusdem plani 
quartum punctum facile invenitur hoc modo. Ducantur lineae pa’ et pb’, 
quarum altera punctum @ tanget, altera lineam db in puncto aliquo seca- 
bit, quod vocemus 9. Hujus vero puncti planum polare cum per a, et 
ipsius 6° planum polare per a’ transeat, puncti > planum polare secundum 
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lemma per intersectionem linearum g@’ et ab‘, id est per intersectionem 
plani bda’ et lineae ab‘ transibit. Hoc igitur punctum intersectionis, si 
designemus per (da’b.ab‘) eademque ratione alia puncta, quae contem- 
plabimur, per planum et lineam, in quibus sita sunt; puncta quatuor 
(d’b'c'.be), (d’e'u‘.ca), (dbe.b‘c‘), (da'b.ab’) in eodem plano sita sunt, 
vel, si lineae per puncta designentur, per quae ductae sunt, ea ratione ut 
(b’ ec‘ d’.be) (a’ c'd’.ac) lineam signihicet per puncta (b’c’d’.bc) et (a’c’d'.ac) 
ductam; linearum: 
(d’b’e'.be)(d’c’a/.ca) et (da’b.ab‘)(dbc.b’c‘) 


altera alteram secat. 


19. 


Nune puncta octo, quae ut supra adnotavimus, quolibet modo in 
duo systemata quatuor punctorum divisa pro duobus systematis puncto- 
rum respectu superliciei alicujus s. 0. conjugatorum haberi possint, quam 
nullum inter reliqua eminent, relatione eorum inventa per numeros de- 
signari convenit, ita ut signorum cab'c’a’bd’d loco seribantur 12345678. 
Quo facto linearum (734.61) (745.12), (856.23)(861.34) priorem, quam 
designemus per I, a posteriori secari, quam vocemus (III), paragrapho 
antecedente jamjam demonstratum est. Sic porro designentur : 

(734.61) (745.12) per I, (834.61) (845.12) per (I), 
(745.12) (756.23) I, (845.12)(856.23) - (I), 
756.23) (761.34) - MI, (856.23)(861.34) - (III), 
(761.34) (712.45) - IV, (861.34) (812.45) - (IV), 
(712.45) (723.56) = VW, (812.45) (823.56) - (V), 
(723.56) (734.61) - VI, (823.56) (834.61) - (VI). 
Quarum expressionum quaelibet ex antecedente obtinetur signa 123456 
mutando in 234561. Sed ut perspiciatur quomodo hae duodecim lineae 
inveniantur, puneta 123...6 deinceps sex lineis jungamus ita ut hexa- 
gonum efficiatur, quod vocemus H. Hujus hexagoni latus quodque plano 
per latus oppositum et punetum 7 ducto secetur. Quo facto sex puncta 
intersectionis nanciscimur quibus ex ordine per lineas junctis lineas habe- 
mus I II .... VI alterum efficientes hexagonum quod designemus per A. 
Tertium hexagonum 3 naneiscimur, si loco puncti 7 eadem ratione puncto 8 
utamur. Cujus hexagoni latera ea erunt, quae per (I) (II) .... (VI) 
designavimus. Haec tria hexagona proprietatibus memoratu dignis gau- 
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dent, quarum explicationem jam aggrediamur. Lineae tres per angulos 
hexagoni A oppositos ductae in puncto 7 sicuti lineae tres per angulos 
hexagoni B oppositos ductae in puncto 8 'concurrunt. Cum enim puncta 
(734.61) et (761.34) in oppositis angulis hexagoni A siti sint, quae in 
intersectione planorum 734 et 761 punetum 7 tangentium coincidant, linea 
per haec puncta ducta punctum 7 tanget etc. Qua ex re apparet hexa- 
goni A sicuti hexagoni 3 latus quodcunque per oppositum secari, et tria 
plana per latera opposita hexagoni A ducta in puncto 7, sicuti tria plana 
per latera opposita hexagoni B ducta in puncto 8 concurrere. Quod vero 
ad latera hexagonorum diversorum attinet I HI V et (I) (II) (V) 
altera ab alteris secantur. Cum enim latera I (III) concurrere ostensum 
sit et signis 12345678 mutatis in 56123487 signa lineae (III) in I 
et I in (V) abeant, latus I etiam a (V) secatur. Praeterea lineae I (I) 
concurrunt, quia utraque in plano 612 sita est. Quo facto signa 123456 
in 345612 vel 561234 mutando linearum III V utramque a lineis 
(1) (III) (V) secari ostenditur. Eademque ratione laterum II IV VI et 
(II) (IV) (VI) altera cum alteris concurrere demonstratur. Si igitur, 
quae de lateribus hexagonum A et BD enuntiata sunt, breviter compleeti- 
mur, cum laterum I HI V (II) (IV) (VI) et (I) (III) (VI) IL IV VI 
altera ab alteris secentur ea omnia in eadem byperbolida sita esse dicere 
possumus. Unde respicientibus nobis ad theoremata antecedentia hoc fuit 


theorema: 
Theorema 14. 


Si ex octo punctis intersectionis trium superficierum secundi ordinis 
non eadem curva intersectionis gaudentium sex puncta certo quodam or- 
dini disposita lineis Jungantur, ita ut hexagonum efhciatur, cujus latus quod- 
que plano per latus oppositum et septimum punetum ducto secetur, qua 
constructione sensu peripheriae pergendo certo ordini sex puncta obtinen- 
tur, quae sex lineis deinceps jungantur, ita ut alterum hexagonum A el- 
ficiatur, si porro prioris hexagoni latus quodque plano per latus oppositum 
et octavum punctum ducto secetur, quae puncta intersectionis lineis dein- 
ceps jungendo eodem modo tertium hexagonum B nanciscamur; utrumque 
hexagonum A, B in eadem hyperbolida situm est. 

Hexagona H, A, B ita inter se comparata sunt, ut si eorum bina 
data sint, tertium facile reperiatur. Quod sine magno negotio patet, si 
hexagona A, B data sunt. Linea enim, quae jungit laterum I I et 
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(TI) (IT) puncta intersectionis, latus 12 hexagoni H erit. Si vero hexa- 
gona H, A data sunt videamus quomodo hexagonum B inveniatur. Hujus 
hexagoni latus (I) cum situm sit in plano per I et 1 ducto et a lineis Ill 
et V secetur, ea linea erit, quae punota jungit, in quibus lineae III et V 
plano per I et 1 ducto ocourrunt.e. Sic porro invenimus secundum 
latus (II) si puncta jungimus, in quibus latera IV et VI plano per II et 2 
ducto occurrunt etc. Sed notam juvat cum hexagona H et A septem 
punctis 123....7 datis determinata sint hexagonum B horum punctorum 
ope construere nos docuisse. Quo hexagono B datorum septem puncto- 
rum ope invento intersectio trium planorum, quorum quodque per bina la- 


tera opposita ipsius 2 transit, octavum punctum x determinabit. 
Regiom. 25 Jan. 1840, 
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21. 
Fin früherer Brief Lagrange’s an Laplace. 





Vorwort. 


Dieser merkwürdige Brief ist mir während meines letzten Aufenthalts in 
Paris von der verwittweten Marquise de Laplace, die das Andenken ihres 
Gatten auf eine edle Weise selbst durch wissenschaftliche Stiftungen zu 
feiern weils, mitgetheilt worden. Laplace hatte kurz vor seinem Tode 
die Briefe, die er von Lagrange empfangen, sorgfältig geordnet und selbst 
abgeschrieben. Die 'Thatsache, dafs es der Berliner Akademie fast ge- 
glückt wäre, beide grofsen Männer in ihrem Schoolse zu vereinigen, ist 
von grolsem historischen Interesse und bisher, so viel ich weiß, ganz un- 
bekannt. Sie war mir um so auffallender, als Zaplace, in dem vieljähri- 
sen, so nahen Umgange, dessen er mich würdigte, dieses Umstandes sei- 
nes frühern Lebens nie in Gesprächen erwähnt hatte. 
Berlin im October 1839. 
Al. v. Humboldt. 





A Berlin le i5 Mars 1773. 
Monsieur. 

J’ai recu votre Memoire manuserit sur l’integration des dquations etc., 
ei je Pai presente & notre Academie qui m’a d’abord charge de vous faire 
ses remercimens. Comme ce n’est point l’usage chez nous de faire exa- 
miner par des commissaires les ouvrages et les pieces presentees, et en- 
core moins d’en delivrer aux auteurs des rapports authentiques, comme 
cela se pratique a l’Academie des sciences de Paris, je ne puis vous satis- 
faire a cet €egard; mais il me semble que vous n’y devez avoir aucun 
regret; les personnes de votre merite n’ont pas besoin de se faire valoir 
pas ces sortes de moyens; d’ailleurs le suffrage de Mr. d’Alembert ne doit 
vous rien laisser ü desirer, et je suis tres persuad& que l’Acad&mie des 
Sciences ne manquera pas de vous rendre la justice qui vous est due ä 
moins que des raisons €rangeres ne l’en emp&chent, auquel cas je ne vois 
pas de quelle influence pourroit &tre l’approbation de Academie de Berlin. 

Crelle's Journal d. M. Bd. XX. Hit, 4. 40 
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Je suis charm@ de voir par votre lettre que vous conserviez le 
dessein de venir ieci; je souhaite de tout mon coeur que vous puissiez 
lex£cuter, et je serois tres=flatt& de pouvoir y contribuer en quelque chose; 
mais ayant de nouveau reflechi sur cette affaire, je suis de plus en plus 
convaincu que le meilleur, et peut &tre le seul moyen de la faire reussir, 
est celui que j’ai conseille ä Mr. d’Alembert. Le Roi vient d’assigner une 
pension de 500 €cus sur la caisse de PAcad@mie ä un Mr. Pilati qui est 
auteur d’un ouvrage italien intitule ‚,Della Reforma d’Italia,” mais il ne l’a 
point mis de l’Academie; ensorte quelle doit regarder cela comme une 
perte; ec’est pourquoi en faisant votre acquisition elle aura doublement ä 
se feliciter. De mon cote je serai enchante de pouvoir lier avec vous une 
connaissance plus intime, et votre amiti sera pour moi un avanftage au- 
quel je serai toujours infiniment sensible. 

Je n’ai pas eu encore le loisir de lire votre M&moire d’un bout ä 
l’autre, mais ce que j’en ai lu suffit pour me donner la plus haute idee 
de vos talents. Votre theorie de liintegration des @quations lineaires ä 
differences finies est tres=belle, et ne laisse ce me semble rien a desirer; 
je ne sais pas si vous aurez lu ce que j’ai donn@ autrefois sur cette ma- 
tiere dans le 1” Vol. des Melanges de Turin. Je n’avais fait alors que 
Veffleurer, et je me proposois toujours de l’approfondir davantage, mais 
vous venez de l’Epuiser et je suis charme que vous ayez si bien rempli 
les engagemens que j’avois contractes ü cette occasion avec les geometres. 
Jai vu surtout avec beaucoup de plaisir Papplication heureuse que vous 
avez faite ä ces sortes d’equations, de mon theoreme sur la maniere de 
trouver les integrales completes ä l’aide des partieulieres. Quant aux 
series recurro-recurrentes üä deux ou plusieurs indices variables, o’est une 
matiere toute neuve que vous aurez l’honneur d’avoir defriche le premier. 
Cependant il me semble que vous ne l’avez pas envisage avec toute la 
seneralitd dont elle est susceptible; car les Equations de ce genre sont 
parmi les &quations ä differences finies, ce que les &quations & differences 
partielles sont parmi les &quations differentielles ordinaires. Si Fon a par 
exemple l’&quation Y,. = Kyn-ı,x—ı, A etant une constante; il est visible 
que son integrale complete sera y,„—=k"®(n— x), ® designant une fono- 
tion arbitraire, d’oü l’on voit que pour resoudre ces sortes d’Equations il 
n'est pas ndcessaire comme vous paroissez le croire d’avoir une @quation 
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partieuliere pour le cas de a=1, qu'au contraire cette &quation particu- 
liere empöche qu’on ne parvienne ü la solution generale. 

Comme notre Acad@mie ne peut faire aucun usage de votre M£- 
moire puisqu’elle ne fait point imprimer les M&moires presentes, je vous le 
renverrai par la premiere occasion que je pourrai trouver; Mr. d’Alembert 
pourra facilement vous procurer un libraire qui se charge de l’imprimer 
avec les autres dont vous me parlez, et dont d’avance j’ai une grande idce, 

A l’&gard de ma theorie de Jupiter et de Saturne, comme ce n'est 
qu’un essai, il se peut que les Equations seculaires que j'en ai deduites ne 
soient pas assez exactes faute de n’avoir pas pousse l’approximation assez 
loin; c’est aussi une des matieres que je me proposois de discuter de nou- 
veau lorsque je serois debarasse de quelques autres travaux. Je me feli- 
citerai d’avoir &t@ prevenu par vous si vos recherches ne me laissent plus 
rien ü faire sur ce sujet. 

Il est vrai que les @quations seculaires doivent ätre ind@pendantes 
de la position du plan de projection, comme le sont les mouvemens moyens, 
mais cela ne doit proprement avoir lieu, ce me semble, que pöur les equa- 
tions seculaires vraies qui augmentent toujours avec le temps, et non pour 
celles qui ne sont qu’apparentes, et qui dependent des sinus et des cosinus 
d’angles: or celles que j’ai trouvees par ma theorie sont de cette der- 
niere espece. 

J’ai ’honneur d’etre avec la plus parfaite consideration 
Monsieur 
votre tres humble et tres obeissant serviteur 


De Lagrange. 


Je remets ü Monsieur le Baron de Humboldt, une copie de la lettre 
qui ouvre une correspondance entre Mr. de Lagrange, et Mr. de Laplace, 
depuis 1773 jusqu’a 1784 dont le manuscrit est &cerit de la main de 


Mr. de Laplace. Arcueil ce 22 Octobre 1838. 
Marquise de Laplace. 





40 * 
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22. 


Recension der „Untersuchungen über die Eigenschaf- 
ten der positiven ternären quadratischen Formen von 


Ludwig August Sceber, Dr. der Philosophie, ordentl. Professor 
an der Universität in Freiburg. 1831. 248 S. in 4.” 


(Mit Genehmigung des Herm Verfassers aus den Göttingischen gelchrten Anzeigen 
vom Jahre 1831, 108tes Stück, abgedruckt.) 





Die Functionen zweier unbestimmten Grölsen x und y von der Gestalt 
axzc+2bxry-'cyy, wo a, b, c bestimmte ganze Zahlen vorstellen, bil- 
den bekanntlich unter dem Namen der quadratischen Formen, oder, wo 
eine weitere Unterscheidung erforderlich wird, der binären quadralischen 
Formen, einen der interessantesten und reichhaltigsten Gegenstände der 
höhern Arithmetik. Die dabei zunüchst vorkommenden Aufgaben: zu ent- 
scheiden, ob eine solche gegebene, Form eine andere «’x’=’+2b’x'y'--ce'y'y’ 
unter sich begreift, d. i. durch eine Substitution = ax’ +ßy’, y=Yyx’+öy', 
in welcher &, ß, % 0 ganze Zahlen sind, in dieselbe verwandelt werden 
kann; ob eine solche Relation zweier Formen eine gegenseitige ist, wo 
die Formen äquivalent heifsen; ferner in beiden Filllen alle möglichen Um- 
formungen der einen in die andere anzugeben; endlich alle möglichen Dar- 
stellungen einer gegebenen ganzen Zahl durch eine gegebene Form ver- 
möge ganzer Werthe der unbestimmten Grölsen aufzufinden — diese Auf- 
gaben sind in den Disquisitiones Arithmelicae vollständig aufgelöset, machen 
aber von dem die quadratischen Formen betreffenden Abschnitte dieses 
Werks nur den bei weiten kleineren Theil aus. Die darauf folgenden fei- 
neren Untersuchungen erforderten zum Theil eine vorläufige Bearbeitung 
eines um eine Stufe höheren und viel gröfsere Schwierigkeiten darbieten- 
den Feldes, nemlich der Lehre von ähnlichen Funetionen dreier unbe- 
stimmter Grölsen x, y, z, welche also die Gestalt haben ae +dyy-+czz 
+2ayzs+2b'xzz+2excy, und ternüre quadratische Formen heilsen. 
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Die Auflösung der diese ternären Formen betreffenden Haupt - Aufgaben 
ist in dem erwähnten Werke entwickelt, jedoch nur so weit, als zu dem 
angezeigten Zwecke nothwendig war. {Nach einem Zwischenraum von 
dreilsig Jahren hat nun der Verfasser des vorliegenden Werks zuerst diese 
Untersuchungen wieder aufgenommen und in Beziehung auf die eine Haupt- 
gattung der ternären Formen, nemlich die positiven, dasjenige was in den 
Disquisitiones Arithmeticae unvollendet gelassen war, zur Vollständigkeit 
gebracht. Für Diejenigen, welche aus der höheren Arithmetik ein tieleres 
Studium gemacht haben, würden wir dasjenige, was in dem vorliegenden 
Werke Neues geleistet ist, mit wenigen Worten bezeichnen können; allein, 
um auch Andern verständlich zu sein, müssen wir uns etwas mehr Aus- 
führlichkeit verstatten, und wir thun dies um so lieber, da diese Unter- 
suchungen auch aufserhalb des Gebietes der höheren Arithmetik ein eigen- 
thümliches Interesse haben. 

Die Eigenschaften einer binären Form arz-+2bxey-+cyy hängen 
vornehmlich von der Zahl Dd—ac ab, welche daher der Determinant 
jener Form heilst. Zwei äquivalente Formen haben allemal gleiche De- 
terminanten. Allein nicht alle Formen, die einen gegebenen Determinan- 
ten haben, sind darum schon äquivalent: vielmehr zerfallen solche For- 
men in eine kleinere oder grölsere, aber stets endliche, Anzahl von Clas- 
sen, so dafs die zu einerlei Classe gehörigen unter sich äquivalent, die zu 
verschiedenen Classen gehörenden hingegen nicht äquivalent sind. Durch 
Formen, deren Determinant positiv ist, lassen sich ohne Unterschied po- 
sitive und negative Zahlen darstellen; hingegen durch Formen mit nega- 
tirem Determinanten sind nur solche Zahlen darstellbar, welche mit @ und 
c einerlei Zeichen haben, daher hier positive und negative Formen unter- 
schieden werden. Die einfachsten Formen in jeder Classe haben bestimmte 
Kriterien, heilsen reducirte Formen, und können als Repräsentanten der 
ganzen Classe betrachtet werden. 

Aechnliche Verhältnisse in Beziehung auf die ternüren Formen sind 
in den Disquisitiones Arithmeticae nachgewiesen. Determinant der ter- 
nären Form aux +dbyy+czz+2ays+2b'czx -+2c xy .heilst die Zahl 
ada'+ bb’b’+-cc'c—abe—2a'b'c. Auch hier ist zur Aequivalenz 
zweier Formen die Gleichheit der Determinanten erforderlich, aber nicht 
zureichend, sondern sämmtliche Formen mit einem bestimmten Determi- 
nanten zerfallen in eine endliche Anzahl von Classen, in deren jeder die 
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einfachsten Formen reducirte heifsen können und alle übrigen gleichsam 
reprüsentiren. Mit dem Unterschiede zwischen positiven und negativen 
Formen verhält es sich aber hier anders, als bei den binären Formen. 
Für jeden gegebenen Determiuanten, er sei positiv oder negativ, giebt es 
theils Formen, durch welche ohne Unterschied positive und negative Zah- 
len darstellbar sind (indifferente Formen), theils solehe Formen, durch 
die entweder nur positive oder nur negative Zahlen sich darstellen lassen 
(positive oder negative Formen); allein positive Formen giebt es nur für 
negative Determinanten, und negative nur für positive. Uebrigens ist es 
von selbst klar, dals die Qualification einer Form, insofern sie indifferent, 
positiv oder negativ ist, zugleich der ganzen Classe, zu welcher sie gehört, 
zukommt. Das vorliegende Werk beschränkt sich auf die positiven For- 
men, deren Determinanten also negativ sein müssen: offenbar findet aber 
alles, was von diesen gilt, von selbst seine Uebertragung auf die negati- 
ven Formen, während die in dem Werke ganz ausgeschlossenen indifle- 
renten Formen eine ganz abweichende Behandlung erfordern. 

In den Disquisitiones Arithmeticae war, wie schon erwähnt ist, die 
Theorie der ternären Formen nur so weit entwickelt, als für den dorti- 
ven Zweck nöthig war, und daher die Aufgabe, die Aequivalenz zweier 
gegebenen ternären Formen zu entscheiden, noch nicht in vollständiger 
Allgemeinheit aufgelöset. Zwar war daselbst gezeigt, wie man zu jeder 
vorgegebenen Form eine äquivalente der einfachsten Art finden, und dals 
es solcher reducirten Formen für jeden gegebenen Determinanten nur eine 
endliche Anzahl geben könne; allein da es in jeder CGlasse mehrere sol- 
cher redueirten Formen giebt, die sich nicht in allen Fällen sogleich als 
üquivalent ergeben, so fehlte noch ein Kriterium, woran man die Aequi- 
valenz oder Nicht- Aequivalenz solcher Formen mit Gewilsheit erkennen 
kann. Dieses Bedürfnifs hat nun der Verfasser des vorliegenden Werks 
in Beziehung auf die positiven Formen vollständig und mit musterhafter 
Gründlichkeit gehoben. Sein Verfahren ist übrigens etwas anders einge- 
kleidet, als wir die Sache so eben ausgesprochen haben, und wie sie sich 
verhalten mülste, wenn man in den Begriff der reducirten positiven For- 
men nur die wesentlichsten Bedingungen der grölsten Einfachheit aufnimmt, 
welche in dem Fall der positiven Formen die sind, dals die (ihrer Natur 
nach positiven) Zahlen @, 5, ce nicht kleiner sein dürfen, als respective 6’ 
oder ec’, «‘ oder c’, a‘ oder 5’ ohne Rücksicht auf die Zeichen. Herr Seeber 
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hat nemlich dem Begriffe der reducirten Formen noch solche Modificatio- 
nen hinzugesetzt, dafs es in jeder Classe immer nur Eine der Art geben 
kann, Eine aber geben muls. Wegen eines schönen, von Herrn Seeber 
durch Induction gefundenen, weiter unten noch zu erwähnenden Theorems 
führen wir hier die Hauptbedingungen, welche Herr S. in den Begriff der 
reducirten Formen aufgenommen hat, an: diese sind 1) dafs unter den 
Zahlen a‘, b’, c‘ nicht zwei von entgegengesetzten Zeichen sein dürfen; 
2) dafs ohne Rücksicht auf das Zeichen 2b‘ und 2c‘ nicht grölser als 
a sein dürfen, ferner @ und 2a‘ nicht grölser als d, und D nicht gröfser 
als c; 3) dafs in dem Falle, wo a‘, 5’, c‘ zugleich negativ sind, die dop- 
pelte Summe dieser Zahlen nicht grölser als «+5 sein darf. Die übri- 
gen noch für einige specielle Fälle hinzukommenden Modificationen kün- 
nen wir hier übergehen. 

Den Hauptinbalt des Werkes macht nun zuerst die Auflösung der 
Aufgabe aus, zu jeder gegebenen positiven Form eine äquivalente zu finden, 
die nach der festgesetzten Definition den Charakter einer reducirten hat, 
und dann der strenge Beweis des Lehrsatzes, dals zwei nicht identische 
reducirte Formen nicht äquivalent sein können, oder, was dasselbe ist, 
dals es in jeder Classe nur eine reducirte Form giebt. Dem Geiste der 
Gründlichkeit, womit diese Gegenstände drrehgeführt sind, müssen wir 
volle Gerechtigkeit widerfahren lassen, und wenn wir es dabei bedauern 
müssen, dafs damit eine sehr grolse und vielleicht Manchen abschreckende 
Weitläuftigkeit verbunden gewesen ist, da die Auflösung des Problems 
41 Seiten und der Beweis des Theorems 91 Seiten einnimmt, so wollen 
wir dies doch keinesweges als einen Tadel angesehen wissen. Wenn ein 
schwieriges Problem oder Theorem aufzulösen oder zu beweisen vorliegt, 
so ist allezeit der erste und mit gebührendem Danke zu erkennende Schritt, 
dals überhaupt eine Auflösung oder ein Beweis gefunden werde, und die 
Frage, ob dies nicht auf eine leichtere und einfachere Art hätte geschehen 
können, bleibt so lange eine mülsige, als die Möglichkeit nicht zugleich 
durch die That entschieden wird. Wir halten es daher für unzeitig, hier 
bei dieser Frage zu verweilen. — Der übrige Theil des Werkes enthält 
noch hauptsächlich die mit gleicher Gründlichkeit durchgeführten Auflösungen 
der Aufgaben : zu entscheiden, ob eine gegebene Form eine andere gege- 
bene, ihr nicht äquivalente unter sich begreife; alle möglichen Transfor- 
mationen einer gegebenen Form in eine gegebene äquivalente oder nur 
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unter ihr begriffene zu finden; endlich für einen gegebenen Determinanten 
alle möglichen CGlassen positiver ternärer Formen anzugeben, 

Wir müssen noch bemerken, dafs Herr Seeber die Gestalt der ter- 
nären Formen etwas anders gefalst hat, als in den Disquisitiones Arith- 
melicae geschehen war, wo, mit Vorbedacht, die Coefficienten der Pro- 
ducte y2, ©2, xy als gerade Zahlen vorausgesetzt waren, wogegen Hr. $. 
auch ungerade zuläfst, und daher mit a‘, 5‘, c’ bezeichnet, was oben mit 
2a’, 2b‘, 26’ bezeichnet war. Offenbar ist die gröfsere Allgemeinheit, 
welche dadurch erreicht wird, nur scheinbar, oder doch überflüssig, da 
alles, was von solchen Formen mit ungeraden Coefficienten gesagt werden 
kann, sich auch von selbst ergiebt, wenn man anstatt derselben ihr Dop- 
peltes in Betracht zieht: wir können daher diese Abänderung, wodurch 
überdies einiger Verlust an Einfachheit entsteht, nicht billigen. Eine Folge 
davon ist gewesen, dafs das, was Herr Seeber Determinant nennt, allemal 
das Vierfache von der Zahl ist, welche in den Disquisitiones Arithmelticae 
diesen Namen führt. In gegenwärtiger Anzeige haben wir die Termino- 
iogie der Disquisiliones Arithmeticae beibehalten. 

Bei dem zuletzt erwähnten Problem (zu jedem gegebenen Deter- 
minanten alle möglichen reducirten Formen anzugeben) hat Herr Seeber, 
um Grenzen für die drei ersten Coeffcienten zu haben, ein Theorem be- 
nutzt, vermöge dessen das Product derselben «bc nicht grölser sein kann, 
als der dreifache Determinant. Dieses Theorem ist von Hrn. Seeber strenge 
bewiesen; allein in der Vorrede bemerkt er, dafs er unter mehr als 600 
von ihm untersuchten Fällen nicht einen einzigen gefunden habe, wo jenes 
Product das Doppelte des Determinanten überschritten hätte, und hält es 
daher für höchst wahrscheinlich, dals diese engere Begrenzung allgemein 
gültig sei; es sei ihm jedoch nicht gelungen, einen strengen Beweis dafür 
zu finden. Da dieses auf dem Wege der Induction von Herrn Seeber ge- 
fundene Theorem sowohl an sich merkwürdig, als für die Abkürzung der 
Auflösung der erwähnten Aufgabe wichtig ist, se wollen wir hier, um 
auch unsererseits in dieser Anzeige einen Beitrag zur Vervollkommnung 
dieser Theorie zu geben, einen sehr einfachen Beweis beifügen. Es müs- 
sen dabei zwei Eäülle unterschieden werden. 

]. Wenn von den Zahlen «', 5’, c‘ keine negativ ist, so setze man 

b—-2a =d, c—?2b' =e, a—2ll = f, 
ec— lau 9, a—2b' = A, ll =1, 
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wo aus der Definition der reducirten positiven Formen sogleich folgt, 
dals wenn 

azct+bdbyy+tezzs +2ayz +2brz +2ery 
eine solche ist, keine jener sechs Zahlen negativ ist, so wie sich von selbst 
versteht, dafs a, db, c positiv sind. Bezeichnet man nun den (negativen) 


Determinauten der Form durch —D, so hat man, wie man sich durch 
die Entwickelung leicht überzeugt, die identische Gleichung 


2D—abe = aad+bbe-+ceft+ahi+rbgi+cgh+tghi, 
in welcher keines der sieben Glieder zur Rechten negativ sein kann, und 


folglich abc nicht gröfser als 2D. Dasselbe folgt auf gleiche Weise aus 
der identischen Gleichung 


2D—abe = aag-+bb'h+cci-+aef+bdf+cde+def. 


ZI. Wenn keine der Zahlen a‘, 5‘, c‘ positiv ist, setze man 
b+2u0."=d, c+r?b =e, art‘ =f, 
c+2a=g, ar?!b =h, bH2‘ =i, 
b+c+2a +2b)"+2c0 —=Kk, 
a+c+?2a +2b’ +20 = 1, 
a+b+2a +25)" +20 = m, 

und den Determinanten der Form wie vorhin =—D. Vermöge der De- 
finition der reducirten positiven Formen wird keine der neun Zahlen 
d, e, 5 9; A, % k, T, m negativ sein können, und so ergiebt sich aus der 
identischen Gleichung 
6D— 3abe = — au (d+?k) — bb’ (e+ 27) 
— cc’ (f+2m) 
— ahi— bgi—c'’gh+def+?ghi, 
in welcher, weil a‘, 5‘, c’ nicht positiv, sondern negativ oder Null sind, alle 
Glieder zur Rechten positiv oder Null werden, dals 3abdc nicht größser als 
6D, oder abc nicht grölser als 2D sein kann. Dasselbe folgt eben so aus 
der identischen Gleichung 
6D—3abe = —aa(g+?2k) —bb’(hR+2I) 
— cc’ (t +2m) 
— aef—b’df— c/de-+-2def + ghi. 
Beide Gleichungen sind symmetrisch. Verzichtet man auf völlige Sym- 


metrie, so ist der Beweis mit einer noch geringern Anzahl von Gliedern 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XX. Hit. 4. 4l 
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zu führen, z. B. durch die identische Gleichung 


SD—4abe = — aa (g+k)— ?2bb'(e +) —4ccm+(c+tedf 
r(e+gNhi 


Wir wollen nun noch Einiges über die Bedeutung der positiven bi- 
nären und ternären quadratischen Formen aufser dem Gebiete der höhe- 
ren Arithmetik hinzusetzen: von den negativen besonders zu handeln ist 
unnöthig, und die indifferenten entziehen sich dieser Behandlung ganz. 


Die positive binäre Form ar +2bxy-+cyy stellt allgemein das 
Quadrat der Entfernung zweier unbestimmten Puncte in einer Ebene vor, 
deren Coordinaten in Beziehung auf zwei unter einem Winkel, dessen Co- 


= ! , i 
sinus = 7, ist, gegen einander geneigte Axen um zya, yy’c verschieden 


sind. Insofern x und y also nur ganze Zahlen bedeuten sollen, bezieht sich 
die Form auf ein System parallelogrammatisch geordneter Puncte, die in 
den Durchschnitten zweier Systeme von Parallellinien liegen. Die Linien 
jedes Systems sind in gleichen Entfernungen von einander, und zwar sind 
die des einen, wenn sie parallel mit den Linien des zweiten gemessen 
werden, = ya; die Entfernung des andern, parallel mit den Linien des 
ersten gemessen, =yc: die Neigung beider Systeme gegen einander die 
oben angegebene. Auf diese Weise erscheint die Ebene in lauter gleiche 
Parallelogramme getheilt, deren Endpuncte das Punctensystem ausmachen, 
ohne dafs irgend einer der Puncte innerhalb eines Parallelogramms fallen 
kann. Der Determinant mit positivem Zeichen genommen, also ac—bb, 
bedeutet das Quadrat des Flächeninhalts eines Elementar - Parallelogramms. 
Ein und dasselbe System solcher Puncte kann auf unendlich viele ver- 
schiedene Arten parallelogrammatisch abgetheilt und also auf eben so viele 
verschiedene Formen zurückgeführt werden : alle diese verschiedenen For- 
men sind aber, was in der Kunstsprache äquivalent heifst, und der Inhalt 
eines Elementar-Parallelogramms bleibt allemal derselbe. Zwei Formen, 
die nicht äquivalent sind, von denen aber die eine die andere unter sich 
begreift, beziehen sich auf dasselbe System von Puncten, aber die erstere 
Form auf das ganze System, die zweite auf einen Theil. Zwei Formen, die, 
nach der Kunstsprache, uneigentlich äquivalent (improprie aequivalentes) 
heifsen, beziehen sich auf zwei gleiche aber verkehrt liegende Systeme 
von Puncten, indem man sich die Ebene umgekehrt gelegt denkt u. 8. w. 
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Auf gleiche Weise bedeutet allgemein die positive ternäre Form 
acc +byy+ezz+?2ayz+2bez+2cey das Quadrat der Entfernung 
zweier unbestimmten Puncte im Raume, deren Coordinaten in Beziehung 
auf drei Axen (1), (2), (3) die Unterschiede zya, yyYb, zyc geben: 
die Cosinus der Winkel zwischen den Axen (2?) und (3), (1) und (3), (1) 


a’ b’ c’ 


und (2) sind hier resp. VI Ya’ Vai‘ Insofern hier &, y, x blols 








ganze Zahlen bedeuten sollen, bezieht sich die Form auf ein System 
parallelopipedisch geordneter, d. i. durch die Durchschnitte dreier Systeme 
paralleler äquidistanter Ebenen sich ergebender Punete. Der ganze Raum 
erscheint so in lauter gleiche Parallelopipeden getheilt, deren Endpuncte 
jenes System von Puncten ausmachen, und das Quadrat des Raum- Inhalts 
eines Elementar-Parallelopipedum ist dem mit positivem Zeichen genomme- 
nen Determinanten der ternären Form gleich. Aequivalente Formen re- 
präsentiren ein und dasselbe System von Puncten, nur auf andere Axen 
oder Fundamental-Ebenen bezogen. Auf gleiche Weise finden alle andern 
Hauptmomente der Theorie der ternären Formen hier ihre geometrische 
Bedeutung, das Enthaltensein einer Form unter einer andern, die Darstel- 
lung einer bestimten Zahl oder einer unbestimmten binären Form durch 
eine ternäre, die Lehre von den zugeordneten ternären Formen (formae 
adjunctae), das Wegfallen der Unterscheidung zwischen eigentlicher und 
uneigentlicher Aequivalenz, das Wesen der reducirten Formen u. s. w. 
Wir müssen uns aber auf obige Andeutungen beschränken, zumal da das 
vorliegende Werk, welches die ternüren Formen lediglich aus rein arith- 
metischem Gesichtspuncte betrachtet, nur mittelbarer Weise Veranlassung 
dazu gegeben hat. Man wird wenigstens daraus erkennen, welch ein rei- 
ches Feld hier den Untersuchungen geöffnet ist, die nicht blols für sich 
ein hohes theoretisches Interesse haben, sondern auch zu einer eben so 
bequemen als allgemeinen Behandlung aller Relationen unter den Krystall- 
formen benutzt werden können. In das Detail dieser Benutzung einzu- 
gehen, ist hier der Ort nicht: wir dürfen jedoch die Bemerkung nicht 
übergehen, dals wenn gleich ursprünglich angenommen ist, dals a, b, ec, 
a’, b’, c’ ganze Zahlen vorstellen, doch der gröfste Theil der Lehre von 
den ternären Formen, und namentlich dasjenige, was für jene Benutzung 
erforderlich ist, auch unabhängig von jener Voraussetzung gültig bleibt. 
In der That führen zwar Hauy's Angaben bei den meisten Krystallgat- 
41* 
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tungen auf sehr einfache ganze Werthe der Coefficienten in den ternären 
Formen, welche sich auf die jenen entsprechende Anordnung des Puncten- 
systems beziehen ; allein die genaueren spätern Messungen von Wollaston, 
Malus, Biot, Kupfer u. a. stehen damit im Widerspruche, und machen 
es zweifelhaft, ob rationale Verhältnisse jener Coefficienten überall natur- 
gemäls sind; jedenfalls aber lassen sich, wenn man nicht in der Theorie 
die Beschränkung auf ganze Werthe der Coefficienten weglassen will, da 
es dabei nicht auf absolute Werthe, sondern nur auf ihr Verhältnils unter 
einander ankommt, allezeit ganze Zahlen finden, die den Messungsresultaten 
so nahe kommen, als man nur will. 

Schliefslich wollen wir noch dem oben angeführten Seeberschen 
Lehrsatze seine geometrische Bedeutung unterlegen. Wenn ein Parallelo- 
pipedum so beschaffen ist, dals keine seiner zwölf Kanten (unter denen 
je vier einander gleich sind) grülser ist, weder als eine der zwölf Diago- 
nalen von Seitenflächen (die paarweise gleich sind), noch als eine der vier 
Diagonalen des Parallelopipedum : so ist der mit Y?2 multiplieirte Raum- 
Inhalt desselben nicht kleiner, als der Raum-Inhalt eines aus denselben 
Kanten gebildeten rechtwinklichten Parallelopipedum. 
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23. 


Sur la valeur d’une serie finie. 
(Par Mr. Stern a Göttingue.) 





Dans les Comptes Rendus des seances de l’acad. des sc.) Mr. Cauchy 
a donne la demonstration d’un theor&me d’analyse fort curieux. Cette 
demonstration m’a fait trouver un autre theor&me, qui me semble ötre 
assez remarquable pour le publier ic. On peüt l’&noncer comme suit. 


Soit S la somme de la serie 
_. 1° u mn — IR -R— N) 
+ 2.3.4 


dont le terme Br est = 2 5 N)... e —r 














. Alors, n etant un 


nombre DANOR: on aura 
) S= 2, si n est un nombre impair divisible par 3; 
2) S = 0, si n est un nombre impair non divisible par 3; 
3))S= = si 2 est un nombre pair divisible par 3; 
4) S= =, si 2 est un nombre pair non divisible par 3. 


Demonstration. On a 


4. (e+y"—a"—y" 


R— —, n—5 (n—4)(n—5 N\2/ An 7 | 
=naycH)[e+N-Fera+ + eat]. 


Maintenant si l’on designe par 1, «a, a? les trois racines de l’&quation 
2 —=1 





et qu’on suppose 
z=uy 


le second membre de l’equation (A.) se transformera en 


n—5 » —4 ? \Ne7, 7 
Ray t+a)y [a4 year at], 








*) 1839, 2° sem, No. 12. 
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ou bien, en vertu de l’equation 








«= (1+u)) 
en ‚ 
nahe [i + E=2gR eagzgen.. 


= n(— a)"y".S. 
La möme supposition reduit le premier membre de l’&quation (A.) ä 
G = [U+W"—1—.”y” = [—-1—a" +(— a)"]y”. 
Donc, si n est un nombre impair divisible par 3, on a 
= —3y en y"S—= —ny"S 


et 
S=-. 
n 
Si n est un nombre impair non divisible par 3, on a 
C.=0, 
d’ou Von tire 
S=0. 


Maintenant soit n un nombre pair. Alors, si ce nombre est divisible par 
3, ona —«"=1 et 
Ü = _.y'= ny"S 


ou bien 


ie, 


n 
Mais si le nombre rn n’est pas divisible par 3, la valeur de l’expression (C.) 


est = 2a”, a cause de l’equation 
1a” =0. 


Alors on a 
20” y” — na” y”"S 
et 
SS 2; 
n 


Le 29 Octobre 1839. 
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24. 


Beiträge zur Theorie der kürzesten Linien auf 


krummen Flächen. 
(Von Herrn Dr. Ferd. Minding zu Berlin, ) 





A us der Formel für das Linear - Element, nämlich ds? —= Edp’+2Fdpdg 
+Gdg’, ergiebt sich für die kürzeste Linie auf einer krummen Fläche 
folgende Differential-Gleichung zweiter Ordnung zwischen p und 4, nämlich: 


1. ap +2gzdpdg+ ag = 2as.a(EirHin), 
Diese allgemeine Gleichung soll hier zunächst angewendet werden auf die 
abwickelbaren Flächen, im gewöhnlichen Sinne dieses Ausdruckes. Es 
seien U, ©, w die Coordinaten, ® der Bogen der Knotenlinie einer solchen 
Fläche, sämmtlich Functionen einer Veränderlichen p, so lassen sich mit 


Hülfe der zweiten Veränderlichen g die Coordinaten der Fläche ausdrücken 





wie folgt: 
du BI dv Fe dw 
zent, Ir °- a 
Man setze 
du\? dv\? dw\? 
(a5) + (257) + (457) — dp: 
und bemerke, dals du” +-dv’+dw'= dP’ ist; so folgt für das Linear- 


Element die Formel 
d® = daP°+(dg+dD), 


oder 2. d?= (0—PydP +40, 
wenn man eine neue Veränderliche Q einführt, nämlich : 
9=4rP. 


Schreibt man in (1.) P anstatt p, Q anstatt g, und setzt E= (0 —D)’, 
F=0, @=1, noch bemerkend, dafs ® nur von P abhängt, so erhält 
man folgende Differential- Gleichung der kürzesten Linie: 


d? dO\?, dp d 
3. 0-9 25) +35 -0-7 = 0. 
Von dieser erhält man, am leichtesten durch eine geometrische Betrachtung, 


folgendes Integral: 
4 (0—Deos(P—a) + /dP.coos(P—a) = k. 
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a und k sind willkürliche Constanten. Der Bogen () der kürzesten Linie 
wird ausgedrückt wie folgt: ; 
vo = gsin(P—.a) + /d®.sin(P—.a) + Const. ; 
wo wieder g für O—D gesetzt ist. 
Für die Curve vom kürzesten Umringe auf der abwickelbaren Fliche 
silt folgende Differential- Gleichung : 


\d?Q dQ\?, dQ dy 2» __ tLfds\® 
% 0-95 —2(Gr) ud} 7 u ne (5) ' 








Zur Abkürzung sei 


m + /"dd.cop = J, n + f"dd.sinp = V 
(m und n sind beliebige Constanten). Alsdann ist das Integral von (5.) in 
folgender Gleichung enthalten: | 
6. (g+Ucosp+FV sinp”’ + (Usinp— V cosp)? = 2. 

dP dy 
dp’ dp 
Functionen von p gegeben sind, so ist durch vorstehende Formeln das 
Problem der kürzesten Linien, so wie der Curven kürzesten Umringes auf 
abwickelbaren Flächen, auf Quadraturen gebracht und mithin allge- 
mein gelöset. 





Da P und ® bloßs von der Veränderlichen » abhängen und als 





Dals auf jeder Fläche von unveränderlichem positivem Krümmungs- 
maalse zwischen den Seiten und Winkeln eines aus kürzesten Linien ge- 
bildeten Dreiecks die Formeln der sphärischen Trigonometrie gelten, folgt 
sogleich, wenn man sich erinnert, dafs jede Fläche dieser Art sich auf 
eine Kugel abwickeln lälst. Ist das Krümmungsmaals negativ, so gelten 
dieselben Formeln mit der Aenderung, dals die hyperbolischen Functionen 
der Seiten an die Stelle der trigonometrischen treten. Sind nämlich «a, b, c 
die Seiten des Dreieckes, A der Gegenwinkel von a, und % das unver- 
änderliche Krümmungsmaafs, gleichviel ob positiv oder negativ, so ist es 
nicht schwer, die Richtigkeit folgender Gleichung zu beweisen : 

cosayk = cosbyk.coseyk-+ sindy%k.sincyk.cos A. 

Im 19ten Bande dieses Journals, Seite 379, findet man eine Gruppe 
von Flächen von unveränderlichem negativem Krümmungsmaaße (k = —1) 
angegeben, deren Linear-Element daselbst in folgender Form darge- 


stellt wird: dv? 
ds’ = ("HR —a)d? + 





v2--h?— a’ 
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Nimmt man auf einer solchen Fläche einen beliebigen Punct A, dessen Ar- 
gumente v» =v‘, {= t’ seien, und zieht aus A nach einem zweiten zu v und £ 
gehörigen Puncte B eine kürzeste Linie auf der Fläche, setzt die Länge 
ihres Bogens AB=o, den Winkel, unter welchem sie in A die Curve 
von unveränderlichen ® schneidet, = #; so gelten zwischen den Veränder- 
lichen v, £, o, 9 folgende Gleichungen, in welchen Yy(«a—4) = b gesetzt 
ist, nämlich : 

bu’ cotg 9 — b? tangb(t—t') _ cosOV (v'?—b?). (v’+Zango. sindV (v ne A 
. b-+v'cotgd.tangb(t—t') sindV (v2 — 5?) + v’ Tango 

v = Gine.sind.y (vo — b?) + v’ Sose. 

Diese Formeln gelten ohne Ausnahme, die Grölse 5’ = a—h’ mag positiv, 
Null, oder negativ sein. Durch sie verwandelt sich der obige Werth von 
ds in d®= de’+©&inc’.d$’, wie erforderlich. Man kann sie auch 
leicht auf eine einfachere Gestalt bringen; denn wenn z.B. «—h’ negativ 
ist, so setze man: 


= yY@— 0) Eng, VR—at=p, 

= Y(h’—a) ©ing, v@—at=p), 

Lang g' 
sind ? 


wo die Hülfsgrölsen w und % einen imaginären Theil haben können, der 
nachher wieder aus der Rechnung herausfällt. Dadurch gehen die Glei- 
chungen 7. in folgende über: 
Zang (p—p'+w) = cosd.Losg’. Tang(r + u), 
Sing. Sinu = Ging’.Sin(r+u), 

Cosg.Cos(p—p'+w) = Cos(r + u), 
von welchen die letzte aus den beiden ersten folgt. Ist «—A’=0, so kommt 

rt—t) = ©ins.cod, v— v(losc+ Since sind). 











Zangw = cotgd.Eing, Tangu = 





Versteht man unter p und g die nn der Krümmungslinien 
z* 











auf einem Ellipsoid, dessen Gleichung sei: = +5 ——1, so ist 
Fu BIme To u, nd) 5 — (e—p)(e?—g) 
a?  (a—b?)(a—c2)? 52 (b2—a2)(b2—0?)? cc? (et—a2)(cd—6?)' 


Hieraus folgt 
= 1p—g\(Pdp— Od), 
wo gesetzt ıst: 
ER p Er N q 
ur (a?—p) (b?—p)(c?—p)’ = (a?—g)(d?—g)(e?—g)" 
Crelle’s Journal d. M' Bd. XX. Hft. 4. 42 
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Zur Abkürzung sei noch 


P 
WED 


Für die kürzeste Linie erhält man nun folgende Differential - Gleichung : 
8 Adp—dg)Adp—de’) + (p—Ndg(d\dp + 21dp) = 0, 
worin d’q=0 gesetzt ist. Der Anblick dieser Gleichung lälst kaum eine 
so einfache Integration erwarten, wie sie Herr Prof. Jacobi im 19ten Bande 


Seite 309 mitgetheilt hat. Man kann dieses merkwürdige Integral auf fol- 
gende Weise aus (8.) herleiten : 


Multiplieirt man die Gleichung (8.) mit dp und bemerkt, dafs 
dp(d\dp-+-?1d’p) = d(Adp’) = d(Ndp’—dg) ist, so erhält man 
Adp—dg) dp —dg’)dp + (p— Ndgdrdp®—dg) = 0. 
Diese Gleichung werde mit dq multiplieirt und folgende identische bemerkt: 
Adp—dp)dpdg = d(ngdp'— pdg’) — gd(1 dp —dI?), 
so findet man 
AdpP—dg)drngdapP—pdg) = (NydpP—pdp)drdpP—dg), 
aus welcher sofort das Integral mit der willkürlichen Constante % hervor- 
geht, nämlich : 
\gdp—pdg" = h(rNdp—dg‘) 
oder 
9, P.dp® Zn Q.dg? 
p—h g—h 
Durch Addition der Gleichungen 
4ds = (p—g)(PdpP —QdY), 
0 = {Y(—h.P).dp— v(p—h.Q).dgy 
ergiebt sich nach Ausziehung der Wurzel für den Bogen der kürzesten 
Linie: 








10. 2ds = V(p—b.P).dp—y(g—h.O).dg. 

Denkt man sich @>b2’>c, so liegt von den Argumenten p, 4 
das eine immer zwischen a’ und 5’, das andere zwischen 5° und c’; die 
Constante % in (9.) liegt nothwendig zwischen > und g. Es sei 9 >9, so 
bewegt sich, wenn A>2Ö? ist, in den vorstehenden Gleichungen p immer 
zwischen a’ und A; hingegen g durchläuft alle Werthe von b? bis c’. Für 
p=h wird in (9.) dp=0, d.h. die Curve berührt die Krümmungslinie, 
oder vielmehr die beiden Krümmungslinien, für welche p=% ist. Für p= u’ 
wird gleichfalls dp = 0, also p für einen Augenblick unveränderlich; d.h. die 
Curve geht, indem sie den Hauptschnitt, für welehen p = «a? ist, schneidet, 
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von einer Krummungslinie, in unendlicher Nähe dieses Hauptschnittes, zu 
einer anderen demselben Werthe von p entsprechenden über. Aehnlich 
verhält es sich, wenn % zwischen 5° und c? liegt; alsdann berührt die 
Curve abwechselnd die beiden zu g = Ah gehörigen Hauptschnitte. Schreibt 
man in den vorstehenden Formeln —c’ für c’, so ergeben sich die Aus- 
drücke für kürzeste Linien auf dem einfachen Hyperboloid, in welchen p 
zwischen @’ und 5’, g zwischen —c’ und —» liegen muß. Für A=0 
giebt die Gleichung (9.) die geraden Linien auf dieser Fläche. Schreibt 
man noch —Ö? für b’, so erhält man die Ausdrücke für das zweitheilige 
Hyperboloid, 

Um die Ausdrücke für das Paraboloid zu erhalten, schreibe man in 
den Formeln für das Ellipsoid <—.c statt 2, mc statt a’, nc statt b’, pe, 
gc, hc statt p, 9, %, und setze hierauf c= x, so kommt 

x” _ (m—-pI(m—9g) en sah r M 








; 2z = pty—m—n, 








m n—m n m—n 
da pdp? qdg? 
—.. j 


Die Gleichungen für die kürzeste Linie und die für den Bogen derselben sind 
p.dp" u 9.49" 
(pm) p—r)(p—h)  (g—m)(g—n)(a—h)’ 


200 Ur s« en „) ne VG 2. Tre ) . 


Die Ausdrücke für den Kegel und den Cylinder zweiten Grades sind in 
den oben allgemein für abwickelbare Flächen gegebenen enthalten. Ich 
bemerke noch, dafs die dort eingeführten Argumente P und Q ebenfalls 
wieder den Krümmungslinien entsprechen; nämlich P den geraden Linien 
der Fläche und Q dem anderen Systeme von Krümmungilinien. 

















42* 
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25. 
Auflösung der Aufgaben im 1% Bande S. 389 


dieses Journals. 
(Von Hro. Dr. Haedenkamp zu Hamm.) 





Herr Professor Gudermann hat im 17ten Bande S. 389 dieses Journals 
die Gleichung und einige merkwürdige Eigenschaften einer sphärischen 
Curve mitgetheilt, die er Circulare nennt. Ich will hier den von dieser 
Curve eingeschlossenen Flächenraum und den Bogen derselben auf elliptische 
Integrale zurückführen. Es sei AB = 2u (Fig.4. Taf. III.), der constante 
Peripheriewinkel = 2v, die Hypotenuse des in 3 rechtwinkligen Dreiecks 
ABM = ?r, die Cathete BH= 29, die Ordinate @F' = z und die Abscisse 
CF =v. Dann ist, wie Herr Gudermann zeigt, die Gleichung der Curve: 


} cos 2» — cos?2r 
tangd = sinz— c0sz ) 


cos2y-F cos?2r 
und der Flächenraum CF@GD oder 
(ztang 9) (x — cotang 0) x da 
1— 2?) VY [ae +e)(e +0) — A) — P')]? 
wo der Kürze wegen z=sinz, a=tangutangy, a’ == cotangv cotang 4, 
ß = tangy cotangu., PB’ = cotangv tangyı. gesetzt ist. Setzt man nun 


0 — HR (ete)e—P) 
tang’® = ae +" (c+e)(x— PB)’ 








F = cotang?v 














so ist 
(d1— x?) ____ sin2w ie cos2u sin?9 + V (sin? 2?r — sin? 2) 
VIe+el& tea —Ble-A)]  sindp? 7 cos 2p + 0052w ’ 
Id = sin 2u c0s2 u(x —tang 0) (x — cotang 9) da 
(1— x?) sin2 . 
und daher 





F je sin20 + V (siu?27— sin?2g) dO® 
6 cos2p-+cos2 wu j 


Das obere Zeichen in diesem Ausdrucke bezieht sich auf den Flächen- 
raum CFGD, das untere auf CFIE. Es ist zu bemerken, dafs der Win- 
kel ® nichts anderes als die Abscisse CF’ ist. 
Setzt man ferner 
sn2d = ksn®, wo k= sun?r, 
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so ist 


F- cos?usin20 dp +f- cos? dw 
ei cos2p+cos2uw —/ 2(sin? 2» — sin?) 








— cos2 u cos? u dıy 
2 5 (sin?2» — sin?) V (1—k? sin? y) " 





Setzt man 2y=ama, Y=amu, so wird nach der gewöhnlichen, von 
Jacobi zuerst eingeführten Bezeichnung elliptischer Integrale, 


























cos? u cos? vd _  Aama u cotang ama,r, an 
2 J (in?2»—sin®y)Aly,k)  Sintama'? 2 ImarıR), 
cos? u db __ amu cotang am a " sin am(a— u) 
(sin 2v—sn®y) 2 4 & sinam atu)? 
See sn20 dp __ cotang ama cos(u—Y), 
c08s2p+ cos? u 2 cos(u+Y)’ 


und da auch 
sin am (a — u) 


Il(wa+:K') — 210g sin am (a-+ u) 
— Il(w, a) + cotang ama cosam u (Fundamenta $. 166.), 
so ist der Raum 


2CFGD = amu— u cos?u + cotang am«a [m (u, a) + log 





cos(u—y)| 
cos(uty)J? 


0 0) 
2CFIE = amu— u cos? cotang am a [TI (u, «) — log en j 
Für den ganzen, von der Curve eingeschlossenen Raum erhält man den 


Ausdruck 











477 — 00824 K + cotgama II(K,a). 


Für das Element des Bogens der Curve findet Herr @udermann den 
Ausdruck 


sn?r.ds = (i—x?)da 


vIA—-x)I1+z2)(e+e)(c+e) (2 —P)(e— PR)" 
Obgleich der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen bis zur 6ten Potenz von 
x steigt, so lälst sich doch das Integral noch auf elliptische Transcenden- 
ten zurückführen. Durch die oben angewandte Substitution 
e+P (te) P') 
tan? = ER (ara R) 
erhält man 


PER sintrdpVY(l--x=?) _ _ sin2zVY(l—x?)dp 
— V (sin? 2T—sin?29) © 2V [(sin®7— sin?) (sin? —sin?p)] ’ 


Athena V (cos2 4) .[sinO V (A? —sin?p) + cos9 V (A? — sin? p)] 

















nd 





cos? u — sin? @ ’ 








330 25. Haedenkamp, Auflösung der Aufgaben im 17. Bande S.389 d. Journ. 


wo A=sinr, A’=cosr; und somit wird endlich 


$ 
3° V (cos? u) 











en dp dp 
u. Jen a — sin? p)V (A? — sin? p) — +.008 Ur a — sin? p)V (M% — sin? p)’ 
Das obere Zeichen + gilt für den Bogen D@G, das untere — für EI. 


Setzt man noch sin? =Xsin amv und sin®—=X’sinam(v, X‘), ferner 
1 














COS 1 == sın am(a-+K) — imla” und 
HS TUCHHN 1 
u,“ sinam@d+-K/,x) = Kam(b77° 
so wird endlich 
sin COS 4 lau sin d 








IH V (cos?) TV (Mr — sin? 7, Tea, :a+K)-+ tangu sind u 














csin d 
I 7m = .ll(w,:d-+-K',N) + tangu cosdv; 
oder auch 
A am (a, }’) __ eotangamb . : cotang ama . a 
Au al ), cos ama ill(wia+K)+ ).cosamb lid +-K/,x‘) 


Acosamb )’ cosama 
” Aam(a, 4‘) ur Aam(a, 4‘) a 
Das vorhergehende Integral 











S (i— x?) dx 
v (i—2?2)(e-+e)(ao-+ 0) (ae — A)(x — 9) 
kann auch noch durch die Substitutionen 


1+a 























14 cosY 
u 1—« ! 1— cosy A ct ii a = 
x ARE SCeeR oder ru und siny = ksiny 
auf die Form 
dcosnV (cos r) 
"SE el 
1-1 ” cos7) ) Yla—cos: N) (1— | 1— Een) V[A(v,k)] 


Ken werden, Durch eine zweite Transformation von der Form 


vos) = Ya 





wird dann 











RM. dx(1— x?) 
VLi—- 2?) (c+ 0) (e+e') (2 — P)(e—P)] 
BR » sin? u’ dy’ sin? au’ dw’ 
= Mein Ute cos? u sin? w’) A(w, A) — + Moos = cos? wu sin? a?) Al’, A) 
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Diese beiden Integrale sind elliptische dritter Gattung mit derselben Ampli- 
tude und mit complementären Moduln. Setzt man in dem einen Integrale 





f 1 rn 
siny’ = Isinamz = sinam (w +:K') 
und im anderen 
et in : — sinamw-tiK,x), 





“4 sinam(v, 4°) 
so gehen sie auf die angegebene Form zurück. Die zweite Substitution 
hat zuerst Legendre im 3ten Supplemente seiner ‚, Theorie des fonctions 
elliptiques” angewandt, und Jacobi hat dieselbe im 8ten Bande S, 416 
dieses Journals auf noch allgemeinere Transcendenten ausgedehnt. 
Hamm im Januar 1840. 
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26. 
Fragment über die Begründung des Begriffs 
der Ebene. 


(Von Herrn Prof. Gerling in Marburg.) 





Dats die Anschauung der Ebene keine ursprüngliche sei, sondern aus der 
geraden Linie (deren Anschauung als ursprünglich vorausgesetzt wird) ab- 
geleitet werden müsse, ist lange anerkannt. Wie diese Ableitung aber 
auf die einfachste Weise bewirkt werde, darüber scheint man nicht einig. 
Mir däucht nun, dafs man dazu ziemlich leicht gelangt, wenn man aulser 
den von Euchd angewandten Bewegungen einer geraden Linie noch die 
weitere hinzunimmt, bei welchen der eine von den beiden Puncten, durch 
welche eine gerade Linie bestimmt ist, unverändert bleibt, der andere aber 
(mit veränderlichem Abstande) einen vorgeschriebenen Weg im Raume be- 
schreibt, wobei immer nur die Gerade als die durch zwei Puncte voll- 
kommen bestimmte gedacht und demnach nichts weiter vorausgesetzt wird, 
als dals nur eine Gerade durch zwei Puncte gelegt werden kann, zwei 
Gerade sich also nur in einem Puncte schneiden können. Ich construire 
nun wie folgt. 


$. 1. 
Aufgabe. Einen Winkel BAC (Fig. 5.) umzulegen, d. h. seine 
Schenkel zu vertauschen, bei unverändertem Scheitelpuncte. 
Auflösung. 

I. Ich denke mir den einen Schenkel AB als Rotations- Achse, und 
beschreibe vermittelst des andern bei unverändertem Winkel eine 
Kegelfläche, bis AC wieder an seinem Platz ist. 

II. Ich denke sodann AC als Rotations-Axe und rotire so lange, bis 
AB in die unter J. beschriebene Kegelfläche kommt. Die Linie, 
wo dieses geschieht, heifse AX. Sie ist immer doppelt vorhanden, 
je nachdem ich rechts oder links rotirt habe. 

III. Ich denke nun AX (das frühere AB) als Rotations- Axe, so muls 
AC in die ursprüngliche Lage der AB gebracht werden können, 
Dies sei geschehen. 
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IV. Ich stelle mir wieder AB (das frühere AC) als Rotations- Axe 
vor und rotire, bis AX (das frühere AB) in AC fällt. 
So liegt nun AB da, wo früher AC lag, und dagegen 
AC da, wo früher AB lag; und der Winkel ist umgelegt. 


Anmerkung 1. Dieser Satz hat nicht den Zweck, die Möglichkeit des Umlegens 
eines Winkels zu beweisen, sondern setzt dieselbe vielmehr voraus. Der fol- 
gende Satz bliebe also ungeändert, wenn man diese Möglichkeit auch unmit- 
telbar postulirte. Es scheint mir aber zur Fixirung des Gedankenganges nütz- 
lich, ein bestimmtes Verfahren für die Ausführung der Operation anzugeben; 
weshalb ich hier damit anfange. 


Anmerkung 2 Es wird bei diesem Verfahren offenbar vorausgesetzt, dals, 
da BAC, um AB gedreht, den BAX deckt und 
BAC, um AC gedreht, den CAX deckt, 
auch CAX, um AX rotirt, den BAX decken müsse, oder dafs die Veränderung 
der Rotations- Axe keine Veränderung in dem Winkel hervorbringen könne, 
Eine weitere Begründung dieser Voraussetzung (die sich übrigens meines Er- 


achtens ganz genügend geben läfst) würde aber in diesem Aufsatze zu weit 
führen, 


$. 2. 


Lehrsatz. Wenn in dem einen Schenkel AC (Fig. 6.) eines Win- 
kels BAC' ein beliebiger Punct D angenommen ist, so wird durch die Umle- 
gung des Winkels ein Punct E in dem andern Schenkel gefunden, von der 
Beschaffenheit, dafs die gerade Linie DE bei der Umlegung des Winkels 
mit umgelegt wird; und es ist dabei gleichgültig, welche von den beiden 
Umlegungsweisen ($. I. II.) man anwendet. 


Beweis. Da AD die AE deckt, so deckt auch AE die AD. 


$. 3. 


Lehrsatz. Wenn man zwischen den Schenkeln eines Winkels 
BAC (Fig. 7.) nach $. 1. und 2. eine Linie DE gefunden hat, von der 
in $. 2. bezeichneten Eigenschaft, und nun DE zur Rotations- Achse nimmt, 
vermittelst A aber bei dieser, Rotations-Bewegung eine neue (vierte) ge- 
rade Linie dergestalt bestimmen lälst, dals dieselbe immer durch die ur- 
sprüngliche Stelle des Punots A, zugleich aber durch die jedesmalige Stelle 
desselben Puncts A während der Rotation geht, so wird es 

Crelle’s Journal d.M. Bd. XX. Hft.4. 43 
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I. nothwendig eine Lage A@ dieser vierten (beweglichen) Linie geben, 
in welcher sie die DE in F schneidet. 


II. AG hat dann die Eigenschaft, dafs durch die Rotation um A@, s0- 
wohl der Winkel DAE als auch die Linie DE umgelegt wird, und 


III. ist es dabei gleichgültig, ob die Rotationen, sowohl um DE als um 
AG, rechts oder links ausgeführt werden. 


Beweis zu I. Man denke sich den Winkel ÜAB der Rotation um 
DE folgend, so entsteht ein geschlossener Raum (Doppel - Kegel), welcher 
die DE ganz in sich enthält. Nimmt man sodann die unbestimmt verlän- 
gerte AB dergestalt bewegt an, dals A bleibt, E aber nach und nach in 
andere Puncte der ED kommt, so muls sie immer die Gränze dieses ge- 
schlossenen Raumes schneiden: also, da sie erst die von £A und hernach 
die von DA beschriebene Kegelfläche schneidet, auch einmal in die Lage 
kommen, um beide in einem gemeinschaftlichen Puncte zu schneiden. Die- 
ser gemeinschaftliche Punct sei @ und die entsprechende Lage AF@. @ ist 
aber nothwendig auch eine von den unendlich vielen Stellen, welche A 
bei der Rotation um DE nach und nach einnimmt; und da A@ und DE 
nur einen Punct gemein haben können, so wird auch bei der Rotation 
dasselbe @ gefunden. 


Zu II. Ist F' gefunden, so muls bei der Rotation um DE auch AF 
auf G@F' fallen. Man denke sich nun @FE nach $. 1. umgelegt, so legt 
sich auch AFD um, so dals A@ in die Lage von DE kommt; und um- 
gekehrt. Da nun bei der Rotation um DE die AF auf @F fiel, so fällt 
bei der Rotation um A@ die EF auch längs DEF. 


Durch Verlegung von BAC, nach $.1., fiel aber D auf E ($. 2.); 
und da dabei A unverändert blieb, so bleibt auch, wenn nach dieser 


Umlegung um DE rotirt wird, @ unverändert, also auch F. Folglich ist 
FE=FD. 


Demnach fällt bei der Rotation um A@ der Punct E auf den Punct D; 
also die AE auf AD und die DF auf EF'; und umgekehrt. 


Zu III. Jede der obigen verschiedenen Rotationen und Umlegun- 
gen lälst sich doppelt, links und rechts, ausführen. Bei jeder aber kommt 
man auf beide Arten immer auf dieselben Linien und Puncte. 
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$. 4 


Lehrsatz. Wenn aulfser den in $. 3. vorkommenden Puncten 
und Linien noch ein Punct H (Fig. 8.) in AC betrachtet wird, so ent- 
spricht demselben nach $. 2. ein Punct / in AB. Legt man nun durch HI 
eine gerade Linie, so muls dieselbe die nach $. 2. bestimmte Gerade AFG 
schneiden; und es ist also in $. 3. für die Bestimmung von AG gleich- 
gültig, welcher Punct D in AC angenommen worden ist. 

Beweis. Man kann sich die HI dadurch erzeugt vorstellen, dafs bei 
der Rotation von AC um AG, vermittelst des Puncts H eine gerade Linie 
dergestalt bestimmt wird, dafs dieselbe immer durch die ursprüngliche 
Stelle des Puncts H und durch die jedesmalige Stelle desselben Puncts 
während der Rotationen geht; bis H in AB, d.h. in Z, angekommen ist. 

Sollte nun HI die A@ nicht schneiden, so könnte man ZIT auf 
doppelte Weise (je nachdem man rechts oder links rotirte), durch H und I 
legen; welches dem Begriffe der geraden Linie widerspricht. 


$. 3% 


Lehrsatz. Die nach $. 3. bestimmte Linie A@ (Fig. 9.), welche 
ich Rotations- Are des Winkels BAC nennen will, schneidet jede gerade 
Linie DI von einem Puncte D des einen Schenkels nach einem Puncte / 
des andern Schenkels. 

Beweis. Es giebt nach $. 2. für D und I entsprechende Puncte E 
und H in den entgegengesetzten Schenkeln, und man kann sich DI durch 
dieselben so gezogen denken, dals, indem sich H nach I um A@ rotirend 
bewegt, eine neue Linie stets durch das ursprüngliche D und auch durch 
das bewegte H geht, bis letzteres in ] angekommen ist. Sollte nun DI 
die AG nicht schneiden, so wäre sie wieder doppelt bestimmt (je nach- 
dem man rechts oder links rotirt hätte); welches unmöglich ist. 


$. 6. 


Lehrsatz. Wenn zwei gerade Linien DH und IK (Fig. 10.) zwischen 
Puncten in den Schenkeln des Winkels BAC gezogen sind, und von A 
aus eine gerade Linie AL durch einen Punct M der Linie DH gezogen 
wird, so muls dieselbe, nach gehöriger Verlängerung, auch die ZK schneiden. 

Beweis. Gesetzt AML schuitte die IK nicht (ginge darüber oder 


darunter hinweg), so sind drei Fälle zu unterscheiden. 
43 * 
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a) AML wäre entweder die einzige Linie, welche, von A durch einen 
Punct M der DH gezogen, die IK nicht schneidet, oder 

b) es gäbe auf DH verschiedene Puncte M’, M’ u. s. w., für welche 
ein Durchschnitt mit IK erfolgte; zwischen je zweien von ihnen 
aber wäre kein Punct, der einen Durchschnitt gestattete; 

c) oder es gäbe auf DH überall keinen Punct, für welchen ein Durch- 
schnitt mit IK statt fände. 


Der Fall «) ist nicht möglich, da er der Stetigkeit der geraden 
Linie DH widerspricht. 


Der Fall 5) enthält nur eine Wiederholung des Falles c), indem nur 
andere Puncte, z. Be M”, M”, an die Stelle von D, H träten. 


Demnach bleibt nur die Absurdität des Falles c) zu erweisen. 

Hier ist AML entweder die Rotations-Axe des Winkels CAB, oder 
sie ist es nicht. Ist sie es, so mufs sie nach $.5. sowohl die DH in M, als 
auch die ZK schneiden. Ist sie es nicht, so muls nach $. 3. eine Rota- 
tions-Axe A@ gefunden werden können; welche aber wieder nach $. 5. 
beide Linien schneidet. 


Anmerkung 1. Eine weitere Ausführung, wie und warum die Annahme a) dem 
Begriffe der Stetigkeit widerspricht, läfst sich zwar meines Erachtens voll- 
kommen genügend geben, würde aber hier zu weit führen. 


Anmerkung 2. Ist durch den $. 5. bewiesen, dafs die Bewegung der geraden 
Linie AML längs DH eine Fläche beschreibt, in welche jede gerade Li- 
nie IK mit allen ihren Puncten fällt, so läfst sich nun leicht weiter nachwei- 
sen, dafs schon $. 3. solche Flächen auch bei den Rotationen um DE und 4G 
beschrieben sind, und dann weiter die Aufgabe: eine solche Fläche durch 
drei beliebige Puncte des Raumes, die nicht in einer Geraden liegen zu 
beschreiben, auf mehrfache Weise lösen. Die Ausführung davon gehört aber 
nicht in dieses Fragment. 
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27. 
Neuer Beweis für die Auflösbarkeit der algebraischen 


Gleichungen durch reelle oder imaginäre Werthe 
der Unbekannten. 


(Von Herrn Dr. F. Deahna zu Cassel in Hessen. ) 





1. Hiitssatz. Ist 
X = A." + A,.,.2”"+ 4.2.2" +... +Ax+A, 

irgend eine ganze rationale Function von x, in welcher A,, ein constanter, 
positiver Coefficient, A„_,, An-2> +++. A, A, aber ganze rationale Func- 
tionen der Cosinus und Sinus eines veränderlichen Winkels ® sind, so 
kann man x so grols annehmen, dals X, unabhängig von dem Werthe 
von ®, größer wird, als eine willkürliche gegebene Grölse @. 

Beweis. Da die Größen A„_ı, An-2, »... A,, A, ganze ratio- 
nale Functionen von cos® und sin® sind, so kann keine derselben durch 
irgend eine Veränderung von ® ins Unbestimmte wachsen, sondern jede 
kann nur ein bestimmtes Maximum ihrer Zahlenwerthe (d.h. ihrer vom 
Zeichen unabhängigen Werthe) erreichen. Es sei A eine beliebige positive 
Zahl, welche grölser als das grölste dieser Maxima ist, so hat man, welche 
Grölse auch ® haben mag, für jedes die Einheit übersteigende x: 

X > 4.2” —mAx”". 
Um A„x=”" — mAx”" > @ zu machen, darf man nur x grölser als 


m-1 
die grölsere der Zahlen Y@ und mr: 


zA„— mA>1 und z”>G, folglich auch x=”"(xA,„—mA) = 
A„x”—m.Ax”"">G. Für einen solchen Werth von x wird also auch, 
unabhängig von D, X>G, w. z. b. w. 

2, It X = x” +B,„.-,.2”"+ B„-..2”""+...+B.x+B,=0 
die gegebene Gleichung, und sind r, D zwei neue veränderliche Gröfsen: 
ist ferner 

r” cosm® + B„_.r""!.cos ( m—1)9 + B„_..r"". cos ( m—2)® + .... 
„+ B,.r.c8d = t, 

r"” sinm® + B„_,.r”"". sion (m—1)® + B„_. 7". sin ( m— YO -+.... 
..t+BD.r.sod = u, 


nehmen; denn dann wird 














338 27. Deahna, über die Auflösung der algebraischen Gleichungen. 


mr”.cosm® + (m— 1) B,„_ı.r”"'.cos (m —1)® 
+(m — 2) BB... 7”. cos (m—2)® +... + B,.r.co® = f, 

mr”. sam® + (m — 1) B._ı-r”"". sin (m —1)P 
+(m—1)B,„_..r”"”. sin m —)P +... +B..r.sin® = u‘: 
so kommt alles darauf an, zu zeigen, dafs die Functionen {+B, und u 
durch eine schickliche Wahl von r und ® zum Verschwinden gebracht 
werden können. Durch die Substitutionen x = r (cos® +sin®.y —1) 
geht nämlich X in +B,+ u.yY—1 über, so dals mit + B, und u zu- 
gleich Ä verschwindet. Zu jenem Ende betrachte ich ? und « als recht- 
winkelige Coordinaten einer Curve W, indem ich blo[ls ® als veränderlich 
ansehe, und für r eine positive Zahl R setze, welche zugleich ?’-++u° und 
it! +uu‘ grölser als B} macht; welches nach dem obigen Hülfssatze an- 

geht. Die so durch die beiden Gleichungen 
— R"”.cosom® + B,„_,.R”".cos(m—1)P + B,„_,.. RB" 2.cos(m—)O-+ .... 
„+ B,.R’.cos?®+B,.R.cosd, 
u= R”.sinmd® + B„_,. R”". sin (m—1)® + B„_.. R”"”. so (m—2)9 + .... 
..tB,.R.sin® 

bestimmte Linie ist, behaupte ich, in sich selbst zurückkehrend und hat 
die den Coordinaten *=0, u=0 und = —B, u=0 entsprechenden 
Puncte innerhalb ihrer, Um dieses zu zeigen, führe ich mittelst der Glei- 
chungen =2gcosy, u= psiny zwei neue Coordinaten p und % ein. 


Die angeführten Gleichungen geben tangy = — 














du dt 
— tu — U 
dıy d d tt! ‘ 
= (iHtangy)ay = Lt .dp = Ep und 
dy= ans .d®; woraus man sieht, dals % mit ® zugleich wächst, 


wenn {!--uu'>0, wie es hier der Fall ist. Es ist aber % der Winkel, 
welchen der Radius-vector o unserer Curve mit den Abscissen 7 bildet. 
Wenn nun dieser Winkel beständig wächst, während man in einer ge- 
wissen Richtung auf der Curve fortgeht, zuletzt aber, eben so wie der 
Radius- vector go, seinen anfänglichen Werth wieder erhält, so muls jene 
eine geschlossene Linie bilden. Es leuchtet nämlich ein, dals ? und u 
bei gleichen Werthen von r für ©=0 und ®=360 gleiche Werthe er- 
halten. Da aulserdem po = y(t’-+w) immer grölser als B, bleibt, so 
sieht man, dals sowohl der Anfangspunct der Coordinaten, als auch der 
Punct, für welchen = —DB, u=0 ist, innerhalb W liegt. 








ni nn 


27. Deahna, über die Auflösung der algebraischen Gleichungen. 339 


Man erhält offenbar neue krumme Linien w, wenn man in den 
Gleichungen 
= r”.cosm® + B,_..r”".coo(m—1)9 + B,,_. .r""?.cos(m— 2) ® 
+ B„-,.7"".cos(m—3)Dd +... + B,.r.cos®, 
u= r"”sinm®+ DB, - sio(n—1)9 + B,_.. 7". sin (m —2) ® 
+ B„-;.r”". sin (m—3)P +....+ B,.r.sin © 
für r andere von R verschiedene Werthe setzt; und zwar werden dieselben 
nur unendlich wenig von W abweichen, wenn man R—r unendlich klein 
annimmt: für = 0 aber erhält man statt einer Linie nur einen Punct, 
für welchen =0, u=0 ist. Lälst man daher 7, in stetigem Wechsel, alle 
Werthe von r—=R bis r=0 durchlaufen, so werden die diesen Wer- 
then entsprechenden Formen der Linie w, da dieselbe sich nur stetig, nicht 
sprungweise ändern kann und zuletzt mit dem Anfangspuncte der Coor- 
dinaten zusammenfällt, den vollen innerhalb W liegenden Raum beschrei- 
ben, und folglich wird eine von ihren wechselnden Gestalten durch den den 
Coordinaten v=0 und {= —B entsprechenden Punct gehen. Das heilst 
mit andern Worten: „Es giebt Werthe der Grölsen r und ®, welche 
die Gleichungen v=0 und {=—B zugleich erfüllen.” 
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28. 
Ueber die Bedingungen der Integrabilität lineärer Dif- 
ferentialgieichungen erster Ordnung zwischen einer 
beliebigen Anzahl veränderlicher Gröfsen. 


(Von Herrn Dr. F. Deahna zu Cassel in Hessen. ) 





Die Bedingungen, unter welchen eine gegebene Differentialgleichung von 


mn 


der Form Z ÄX,„dx,„==0 durch eine einzige endliche Gleichung integrirt 


m=1 

werden kann, sind bekannt; aber die zur Auffindung dieser Bedingungs- 
gleichungen angewendeten Methoden enthalten nicht zugleich den Beweis, 
dals dieselben zur Integrabilität der vorgelegten Gleichung hinreichen. Ich 
glaube daher eine Lücke auszufüllen, wenn ich in dem Folgenden einen 
solchen Beweis entwickele und denselben aulserdem für den Fall erwei- 
tere, wo es sich um die Integration mehrerer Gleichungen der erwähn- 


ten Art durch eben so viele endliche Gleichungen handelt. 
1. Lehrsatz. Soll eine lineäre Differentialgleichung 


1. de= 2 A .dz.; 


mi 
wo A, A,, Az, .... X, Functionen der Veränderlichen x, x, X; +++. X, 
bezeichnen, durch eine einzige endliche Gleichung integrabel sein, so ist es 
nothwendig und hinreichend, dafs ihre Variation verschwinde, wenn x,, 
%s5 X33 +++ X um willkürliche Variationen Öx,, 0&,, «+... dx„ wachsen, 
während x um dx —= 3 X,„0dx,„ wächst. 
mz1 

Beweis. Hat die Gleichung (1.) eine einzige Stammgleichung, 
x=F(x,, X, ...%„;4), so wird, wenn man x, X, X, X, «+. &%, IN 
ztAr, mtl, mt, .... &,.+0x, verändert, noch immer 
x +2 = Fo ti, 9. +08, .... x, +0x,, a) die Stammgleichung von 


d(x+A2)= Z(X,+AX,)d(x„+dx,)) sein, wo X„+AX, das be- 


mzi 
zeichnet, was durch die erwähnten Veränderungen aus X, wird, 0x,, 
Dar; Oiry5 »... 0, aber beliebige von der Constante a unabhängige Grölsen 
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bedeuten. Die Gleichung d(x-+Ax)— 3 ((X,+AX,)d(x„+3x,)) = 0 
mi 


wird also identisch, wenn man für + Ax den Ausdruck 

Fo +ia0, m +0, ..2.+0x,, a) 
setzt. Anstatt dessen kann man aber oflenbar F (x,, x, ....x,, «) statt x, und 
WE = Fa +0, m +08, .. m +0x,,0a)—F (a, 05 %5 +... 0.0) 


statt Ax setzen. Auf diese Art verschwindet der von dx,, 0x2, «... 0x,, Ax 


unabhängige Theil von d(x-+Ax) BA; (X.+AX,)d(x„.+0x,)), nüm- 
ml 


lich de— 2 A„dx,, von selbst. Soll nun für den übrigen Theil die- 


mzi 
ses Ausdrucks dasselbe Statt finden, so muls zuerst die Gesammtheit 
aller der Glieder, welche dx,, da,, 0x, -:+.. 0x,, dx, ddx,; .... 
.... döx, in der ersten Dimension enthalten, gleich Null werden. Um 
diese zu finden, braucht man bei der Substitution von AF' statt Ax 
offenbar blols auf die in Öx,, da, .... 0x, lineären Glieder Rücksicht 
zu nehmen. Bezeichnen wir den so erhaltenen Werth von Ax durch 
Öx; er ist offenbar derselbe, welchen man aus 63 X„0x, erhält, wenn 
mi 
man darin für x den obigen Ausdruck F'(x,, &%, ....x,, a) substituirt. 
Man darf also auch 5 X, 0x, für dx, und eben so für dx, welches in 
ml 
döx wieder vorkommen kann, den aus = F(x,, x,, +... x.,4) folgen- 


den Werth 3 X,„dx, setzen, sobald man nur berücksichtigt, dals zuletzt 


mi 


statt x immer Fi(x,, X; +... X, 4) zu substituiren ist. 


mzn 


Auf diese Art wird man für die Variation von de — 3 A„dır, 


mi 


einen Ausdruck von der Form 
P öx,+P,r,+P,dx; +... +P,dx.+ Q, die, + O,. dir, + ....+Q,dix, 
bekommen, wo 0Q,, O:, O5, »... Q, blols von &, x, 22, X3 53 ++.» &n 
abhängen, und von selbst verschwinden müssen, sobald man in ihnen durch 
die Gleichung x = F'(x,, &%, X, +++» & , 4) die Grölse «a statt x einführt. 
Sind aber die so in Functionen von 4, &,, Xr> X35 ««++ X. verwandelten 
Grölsen Q,, Q;:,; Q3; »-.. Q, identisch gleich Null, so bleiben sie es auch, 
sobald man für a einen beliebigen andern Ausdruck setzt: folglich auch, 
wenn man für @ rückwärts den aus der Gleichung = F'(x, , x, - +» &,, @) 
folgenden Werth in &,, %2, X; 5 «++. X; x substituirt : oder die Ausdrücke 
Crelle’s Journal d. M. Bd.XX. Hft.4. 44 
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O,, @:, »... Q, verschwinden nothwendig in der oben unmittelbar ge- 
fundenen Form von selbst. Die Größen P,, P,, P,,.... P, müssen 
nach dem Prinzip der Homogeneität noch lineäre Functionen von dz,, 
dx,, dz,, .... dx, sein, und können demnach nicht identisch verschwin- 
den, wofern nicht in jeder die Coefficienten von dz,, dz,, da;, .... dx, 
einzeln gleich Null werden. Wir schlielsen nun eben so, wie oben bei 
0, @,, 9; O5 »... Q,, dals diese Coefficienten nach der Substitution 
des Ausdrucks F(x,, &5 .:.. %,, @) für x, nicht verschwinden können, 
wenn solches nicht auch vorher der Fall war. Man sieht also, dals wenn 
die Gleichung 


dx Bun © (X .,42,) = 0 


m=i 
durch eine endliche Gleichung integrabel sein soll, die Variation derselben für 
willkürliche Variationen Öx,, 0x,, 0&3; «+... Öx, von Bey Say Bus »05+ Du 


mzn 


und für dx—= 3 X,„0x„, von selbst verschwinden mufs, sobald darin 


wi 


de = = X,.dx, und 0x m % X, 0% gesetzt werden. 


mL mi 


Ich will nun annehmen, diese Bedingung der Integrabilität finde 
Statt. Verwandelt man dann die Gleichung dx — 6 X, dx. =0 in eine 


mi 
andere, indem man statt x überall eine beliebige Function P (x, , X; »...&%,> 2) 
VON Xı> a5 +... X, und von einer neuen Veränderlichen 3 setzt, so wird 
offenbar die Variation der verwandelten Gleichung ebenfalls verschwinden, 
WENN X, 5 Kay X 5 «++ X, verändert werden, wie vorher, und wenn statt 
öz der aus der Gleichung 
2 Er wi... +2. + GP 82 —= 0x = 3 2,0%, 

folgende Werth gesetzt wird, wo Z,, Zu, .... Z, die aus X, , I, -.. A, 
durch die Substitution x = P(x, , &%r; +... X,, 3) entstehenden Ausdrücke 
bezeichnen, und wo demnach ds wieder das ist, was aus dz wird, wenn 
man in der neuen Differentialgleichung 


dp Pe ER dp 
dz .dz = (Z. 5) dan 
die Differentiale dx, , dx,,..... dx, in die Variationen d2,, 0%55 +»... 0X, 


verwandelt, Man kann nun die Function ® so wählen, dafs einer der 


Coefficienten 2.+,2, etwa Z, + 2 ‚ verschwindet. Zu diesem Ende 














dı, 








28. Deahna, üb. d. Bedingungen d. Integrabilität linearer Differentialgleichungen. 343 


darf man nur die Gleichung dx = A,dx, integriren, indem man nur x 
und x, als variabel betrachtet, und dann den aus der Integralgleichung folgen- 
den Werth von £ in 2,, 25; X%35 +... £, und der willkürlichen Constante 
c für ®, ce selbst aber für die neue Veränderliche nimmt. Substituirt man 


mzn 


diesen Werth von x in de — 2 X„dx„.= 0, so werden die Glieder 
mi 
— de, —X,da, offenbar identisch verschwinden, und die transformirte 
1 


Gleichung hat die Form: 

de = Q,dx, + C,dx,;, + C,dx,....+C,dx, , 
wo Ö,, C;,....C, Functionen von nur n Variabeln c, &,, &;,.... x, sein 
können. Dem Obigen gemäls muls nämlich die Variation dieser Gleichung 
verschwinden, wenn &,, &2, &3, +... x, beliebige Incremente dx, , Öx,,... 


... 0%, bekommen, und ce um dee = S (C„0x,„) wächst. Verändert man 


m=2 
nun 0x, allein, so hat man dc= 0, und folglich 


0 öx, dx, + ns Ia,dz; + ....+ = 


dx, j dx, 


Ba 0 ae A 
Share 7 = 0 hervorgeht, so dals C\, , C;, ... 


Ox, da,; 

















woraus da, 


...C,, x, nicht enthalten können, Setzt man wieder de=Ü,dx, und 
integrirt unter der Voraussetzung der alleinigen Veränderlichkeit von x, 


mzn 
und c, so kann man die Gleichung de = & C,,dx, von neuem in eine 


m? 
andere zwischen nur n—-1 Veränderlichen transformiren, und so fort, 
bis zuletzt blols eine Gleichung mit zwei Variabeln übrig bleibt. Da nun 
diese jedenfalls integrabel ist, so muls auch die gegebene Gleichung dx = 


mn 
3 X„dx,„, aus der sie abgeleitet worden, integrabel sein, w. z. b. w. 
mi 


2. Ich will diesen Lehrsatz nun noch verallgemeinern, und sagen, 
dafs wenn ein System von 2 +1 lineären Differentialgleichungen 
dz —((00)da+(O01)da, +(0Yda,....+ (Om)da,) = 0, 
dx, — ((10)da+(11)da, + (1Y9da,....+ (1Im)da,) = 0, 
l. !d—((2O)da+ (?21)da + (2Y9da....+ (2m)da,) = 0, 
da,—((nO)da+ (ni)da, + (n?)da,....+ (nm)da,) = 0, 
wo (00), (01), (02) .... (10), (12).... (RO), (n1).... (nm) gegebene 
Functionen der Veränderlichen x, &ı, 22, X35 »«.. &„ bezeichnen, durch 
44 * 
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n-+-1 endliche Gleichungen integrabel sein soll, dazu nothwendig und dals 
es hinreichend ist, dafs die Variationen der links des Gleichheitszeichens 
stehenden Ausdrücke für beliebige Variationen 0a, 0a,, da,,.... da, der 
Größsen a, @,, &, 43, «++. A,, und für 

dx = (00)da+(01)da, + ....(Om)da,, 

dx, = (1O)da + (11)da, + .... (1m)da,, 

FOR — (20)da + (21)da, + ....(2m)da, 

En Sa Mn n 1)8a, + ....(nm)da, 

identisch Minen sobald für die in den Differentialen döx, ddx,, 
döx;,.... döx, vorkommenden Gröfsen dx, dx,, dx,,.... dx, ihre aus 
den gegebenen Gleichungen folgenden Werthe in da, da,, da,, da,, .... da, 
gesetzt werden. Der Beweis dieses Satzes gründet sich auf dieselben Prin- 
cipien wie der des schon behandelten einzelnen Falles. Man zeigt, wie vor- 
her, dals wenn die gegebenen Gleichungen n-+ 1 Stammgleichungen 


x = F (a, dı 5; ds > (4; ; .... Ans Cy > C> C2 5 u... C)>, 
1 X ms F\(a, dı > 0; > 4; , .... Ans Co) > C > C2 > .... €.) > 


% = F,(a, a, @, Ayy ver: Amy Cs O5 O2y erer ©n) 


mit n--1 willkürlichen Constanten €), €, 5 €25 »... €, haben, die Variatio- 
nen der Ausdrücke (I.) verschwinden müssen, wenn man für dx, 0x,, 
0.8 3 +... 0, die oben angegebenen Ausdrücke setzt, nachdem darin statt x, x, , 
%,3 »+.. X%, die durch die Gleichungen (II.) gegebenen Functionen substi- 
tuirt worden sind. Nimmt man nun, ohne diese Substitutionen auszu- 
führen, für dx, dx, 0; .»... da, die obigen Ausdrücke selbst, so hat 
man unter den Differentialen dx, dx,, da,, .... dx,, welche in döx, 
ddx,, döa,, «-... döx, vorkommen können, die Differentiale von 
E (a, G,, @25 00, @n5 605 Or Op dire Cu) Frl, a ae, ri) 

F\,(@, G,5 G2y 222. Ay 5 Eos Ci5 Cay +... C,) zu verstehen; diese aber erhält 
man aus den durch die Gleichungen (I.) gegebenen Werthen von dx, dx,, 
d&,, .... dx, gleichfalls durch Substitution der Functionen (II.) statt x, 
Xı>5 &a5 X35 ee. Xu Die Variationen der ersten Glieder der Gleichun- 
gen (I.) werden demnach noch verschwinden, wenn man für dx, dx,, 
d&;,, .... dx, ihre Werthe aus denselben Gleichungen, und für dr, ER 
0%, 2... dx, die ähnlichen angegebenen Ausdrücke setzt, nachher aber 








Be 
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in den endlichen Coefficienten überall für x, x,, X, -:.. x, die Functio- 
nen (11.) substituirt. Dies Verfahren hat den Vortheil, dafs man, ohne 
die eben genannten Functionen zu kennen, eine Anzahl von &, &,, X25 +..+ X; 
G, @ı 5 4yy «+. Am abhängender Ausdrücke bekommt, welche identisch gleich 
Null werden müssen, wenn man in sie vermittelst der Gleichungen (II.) 
statt der Grölsen x, &,, &X25 »«.+ &%„ eben so viele neue Cu, €, Cry 2... ©, 
einführt, und welche daher ebenfalls verschwinden müssen, sobald man 
rückwärts statt 6,5 Cı5> E25 ».+. €, ihre aus den Gleichungen (II.) folgen- 
den Werthe in x, &1> 25 «++» Xu5 4, Ayz «++. Am Bubstituirt; wodurch 
sie ihre erste Form wieder erhalten. 

Um nun den noch übrigen Theil des Lehrsatzes zu beweisen, be- 
merke ich, dals man durch Integration der Gleichungen dx = (00) da, 
dxz,=(10)da, dz,=(20)da, .... de, =(nO)da zu einem System end- 
licher Gleichungen gelangt, vermittelst dessen x, &,, &2, -... x, als Functio- 
nen von 4, @,, Any +++. A„ und von 2-1 neuen, bei der Integration als 
Constanten erscheinenden Grölsen €,, €, €2> €35 »... €, dergestalt ausge- 
drückt werden können, dafs sie, diese Functionen statt x, x,, © +... x, 
in die Gleichung (I.) substituirt und die Grölsen c,, €, &, C33 »... €, als 
neue Veränderliche betrachtet, alle in da multiplicirten Glieder verschwin- 
den machen. Die Gleichungen (I.) verwandeln sich nämlich durch dies 
Verfahren, wenn ®,, D;, .... D, die erwähnten Functionen bezeichnen, 


in folgende: 
: da— (00)da + = (se —(0p)) da, + 3 in de, = 0, 
Cg 


an; 


—(1p)) da, +24 de, =, 


oo o € Cq 





in 
m. da da— (10)da + 2 (Ge 


292 da— (n0) da + 2 (Ge mp)da, ) 2 2 de, 0; 

wo in (00), (01) .... (Om), 10), (11)....(1m).. 20, a) ... (MM) 
statt X, Xı> %2> «+. &, überall ®, D,, ,, ui Q, zu setzen ist. Da nun 
die Gleichungen <=, nn =P, m=P: .... 2. =D, die gegebenen 
integriren, wenn man die Veränderlichkeit blols auf x, &,, 2, .... ©.,, 
beschränkt, so müssen die eben aufgestellten Gleichungen unter dieser 
Voraussetzung verschwinden ; welches erfordert, dals 


dp, d dpn i 
==, FERN ee em) mi 
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Die Gleichungen (III.) verwandeln sich demnach in folgende: 
= (72 — (0p)) da, + 2, Se „4 .(), 
2 


ıv. (an _ (1p)) da, + = ara —=(, 


r \ (dp) da, + >> Abs de,) = 0. 


p=ı \dap g=o \deg 





Setzen wir nun voraus, die im Lehrsatze angegebenen Bedingungen der 
Integrabilität fänden Statt: so müssen offenbar die Variationen der Glei- 
chungen (IV.) ebenfalls für beliebige u a P da, identisch ver- 
schwinden, wenn den Variationen von &,, €, Ca, 2... C, die aus den 


Gleichungen 
ERTAL m de ie 
z + 3a = (0p)da, 
pzm d« h VI dp 
> 20.34. 4 > Fra ® (1p)da, 
pi p g=0 Cp p=1 


Sinn + Z itie = Zanie 

folgenden Werthe gegeben werden, die mit denen übereinstimmen, welche 

die Gleichungen (1V.) durch Vertauschung der Variationen da, , 04,, «..: 0Q,; 

ÖCy, DC, Ö&y5 »... dc, mit den entsprechenden Differentialen da,, da,, ».. 
. etc. geben würden. Man sieht hieraus, dals die Variationen Öc,, dc, , 

ÖC3 5 «+... 0c, verschwinden, sobald nur a verändert wird, Öa,, da,, ».. 
. da, aber gleich Null gesetzt werden. 


Bringt man aber die Gleichungen (IV.) auf die Form: 


de = Ada,+ A,.da+ A;da, + .... +4A,.da,, 
de, = A,da, + A;da, + A;da,+ .... + A,.da,, 


de = Arda, + A!da, + 4A’da, + .... + A,,da,, 


(wo die am obern Ende der Buchstaben A stehenden Zahlen Indices, nicht 
Exponenten sind), und variirt unter der erwähnten Voraussetzung, so be- 
kommt man, ähnlich wie im vorhergehenden Satze: 
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dA, dA, 7 OR 
aA: dd, d Am 

da  — 0, da —— 0, u... da — 0, 
ee Re 


Die Coefficienten A sind demnach von « unabhängig. Das vorliegende 
System von Gleichungen lälst sich nun eben so, wie das ursprünglich ge- 
gebene, in ein anderes mit einer um eine Einheit geringeren Anzahl ver- 
änderlicher Grölsen verwandeln, und man kann auf diese Weise fortfah- 
ren, bis nur ein System von 2 +1 Gleichungen zwischen 2 + 2 Veränder- 
lichen übrig bleibt. Dieses endlich ist stets integrabel, und folglich auch 
das gegebene, aus dem es nur durch wiederholte Transformationen ge- 
funden wurde. 


Aufgabe. Die Bedingungsgleichungen zu entwickeln, unter wel- 
chen ein System von n-+-1 lineären Differentialgleichungen zwischen be- 
liebig vielen veränderlichen Grölsen durch eben so viele endliche Gleichun- 
gen integrabel ist. 


Auflösung. Es seien 


dt — = (0p) da, = 0, 
p=0 

de— E (1p) da, = 0, 
p=0 


p=m 
dx — = (np) da, = 0 
p= 


die gegebenen Gleichungen. Nach dem bekanuten Algorithmus des In- 
finitesimalcalouls kann man die blofs von der Veränderung von @ herrüh- 
renden Theile der Variationen der Ausdrücke links des Gleichheitszeichens 
erhalten, wenn man nur in Bezug auf «@ variürt, @, @, @, »».. 4, aber 
constant bleiben lälst. Wendet man dies zunächst auf die erste der gegebenen 
Gleichungen an, und bemerkt, dals unter dieser Voraussetzung dx = (00) da, 
oa, = (10)da, dm = (20)da, »... dm =(nO)da wird, so be- 
kommt man: 
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a2 3 (OP a OD +... OD) + (00) 000 = 
P=m[a(00) (Op) , 12" (400 
u | ala + Eier = P- er (90) )]2a,. 


Auf dieselbe Art könnte man nun RR von da, de Theil von 


Ö (de— g” (Op) da) suchen; es ist indessen leicht zu sehen: dals man 


p=U 
ihn aus vorstehendem Ausdruck erhalten muls, indem man @ mit a,, (00) 
mit (01), (90) mit (q1) vertauscht; welches 


Ja" “O2 ZN, )— a (q1))] da, 


p=o L da da, 
giebt. Aehnlich erhält man allgemein den von da, abhängenden Theil 


da, = [0 - d(Op) +2 n = (a Pr V Ep 2} qn)] da,. 


Qn da; 


Da nun (de — = (0p) da,) die Summe dieser verschiedenen in da, 
pP) 


da,, 0@;, »... da, multiplicirten Glieder ist, so kann diese Variation nur 
dann unabhängig von da, da,, 0, .... Öa„ verschwinden, wenn die 
Coefficienten dieser veränderlichen Incremente einzeln gleich Null werden, 
Diese Coefficienten sind aber wieder Summen von der Form 
Mda+M,da +M,.da,-+...+M,.da,. 

Sollen sie daher ohne irgend eine zwischen a, @,, &, .... a4,„ festgesetzte 
Relation verschwinden, so müssen die Größen M, M,, M,, .... M,. ein- 
zeln gleich Null werden. Der allgemeine Typus der Gleichungen, welche 
man auf diesem Wege aus der ersten der gegebenen findet, ist 


r = r 
0 — 4(0r) 209 + 2 2 (U (ap) — aangr). 


day 





Die einzelnen Bedingungen ME sich aus demselben, indem man nach 
und nach den Elementen r, p» alle Werthe von O bis m ertheilt; die An- 
zahl derselben beläuft sich jedoch blols auf so viele, als es Combinationen 
der PAASHEER 0,1, 23, 3, .,.. m zu je zweien ohne Wiederholungen giebt, 


d. h, auf 7 = au indem der angegebene Typus für y=r allemal von 


selbst eh und je zwei Gleichungen, in welchen p und r wechsel- 
seitig gleich sind, d. h., wo in der einen y=a, r=b, während in der 
andern y=Öb, r==a ist, wesentlich dieselbe Bedipgung enthalten. Um die 
aus der Gleichung 
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de, — 63 (kp) da, 
p=0V 
entspripgenden Bedingungen zu finden, darf man nur in der eben ange- 
gebenen die Goefficienten (Or), (Op) mit (kr), (kp) vertauschen; so ge- 
langt man zu der allgemeinsten Form aller Bedingungsgleichungen des ge- 


gebenen Systems: 





_.\d(kr) _ 20 d (kr) - 1(p) 
+23 (an an). 
Diese Form giebt die einzelnen a. ar _ Br Se wenn man % alle 


Werthe von o bis n, 4 und p alle Werthe von o bis m durchlaufen lälst. 
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29, 
Ueber Primzahlen. 


(Von Herrn Gymnasiallehrer Mürcker zu Meiningen.) 





Obsteich es den Mathematikern noch nicht gelungen ist, eine genügende 
Theorie der Primzahlen aufzustellen, so scheint doch die Aufgabe nicht zu 
denen zu gehören, auf deren Lösung man für immer verzichten mülste, 
sondern es ist von der stets zunehmenden Ausbildung der Wissenschaft zu 
hoffen, dafs eine spätere Zeit sich noch der vollständigen Lösung derselben 
erfreuen werde. Bis dahin werden den Freunden der Wissenschaft auch 
einzelne Bemühungen willkommen sein, welche hoffen lassen, dafs sie 
jenem Ziele einen Schritt näher führen können. Vielleicht dürfte auch die 
hier folgende Darstellung zweier die Primzahlen betreffenden Sätze nicht 
ohne Interesse sein. 


I. 


\enn A irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, und man be- 
zeichnet sämmtliche Primzahlen, welche kleiner als A sind, die Einheit 
ausgenommen, durch a, 5, c, d, .... m und ihr Product durch p, so sind 
alle Zahlen von A bis A°, und innerhalb dieser Gränzen, keine andere 
Zahlen als die in der Formel 

Perg +t+gte. tt), 
und zwar nur ein einzigesmal enthaltenen, wenn jeder der Zähler gröfser 
als Null und kleiner als der Nenner genommen wird. 

Zuerst muls nachgewiesen werden, dals innerhalb der angegebe- 
nen Grünzen und mit den angegebenen Beschränkungen die Formel nur 
Primzahlen giebt. Als bekannt wird vorausgesetzt, dals jede Zahl, die 
kleiner als A’ und durch keine Primzahl unter A theilbar ist, eine Prim- 
zahl sein mufs. Dals die Formel nur ganze Zahlen giebt, weil alle 
Brüche mit dem gemeinschaftlichen Nenner » multiplicirt werden, ist 


klar. Da nun die Nenner der Brüche sämmtliche Primzahlen unter 4 
sind, so muls gezeigt werden, dafs die Formel durch keinen der Nenner 
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theilbar ist. Nehmen wir einen solchen Nenner, z. B. d, so ist klar, 
dals alle Glieder der Formel, nachdem sie mit p multiplieirt und da- 
durch zu ganzen Zahlen geworden sind, durch d theilbar sind, ausgenom- 


men das Glied, welches d als Nenner enthält; denn z. B. PP ist durch d 


b 
theilbar, weil p es ist und 5 mit d keinen gemeinschaftlichen Factor hat: 
und so alle übrigen, aulser 4 dies ist durch d nicht theilbar, da p die 


Primzahl d nur einmal als Factor enthält und diesen Factor durch die 
Division mit d verliert, Ö jedoch kleiner als d ist und daher d nicht als 
Factor enthalten kann. Da nun alle Glieder der Formel, bis auf das eine, 
durch d theilbar sind, so ist die Formel durch d nicht theilbar. Eben so 
wenig ist sie durch einen der andern Nenner theilbar, und sie enthält da- 
her, bis zu A’, nur Primzahlen, 

Nun mufs nachgewiesen werden, dals alle Primzahlen von A bis A’ 
in der Formel, und zwar nur einmal, enthalten sind. Wenn P eine Prim- 
zahl, die man beliebig zwischen A und A? annimmt, bezeichnet, so ist zu 
zeigen, dals die unbestimmte Gleichung 

P=yple+rit+t4st..tltn), 
worin die Zähler der Brüche und aulserdem 2 die unbestimmten Grölsen 
sind, jedenfalls, unter den gegebenen Beschränkungen, in ganzen Zahlen 
nur auf eine einzige Weise aufgelöset werden kann. Wir erhalten aus 


jener Gleichung 

ap PP YP IP up BR ee 

ad all el ur 0 NE er ZT Dt 
Da nun Null durch alle Zahlen theilbar ist, so mufs es auch der Aus- 
druck auf der linken Seite sein; es müssen also auch nothwendig sümmt- 
liche Nenner darin aufgehen. Dieses nothwendige Erfordernils dient zur 


Bestimmung des Werthes der Zähler. Um z. B. ö zu bestimmen, wissen 


wir schon, dafs d in allen Gliedern, aufser in 7 und ia —P aufgeht: 


also muls ö so bestimmt werden, dafs d in e_p aufgeht. Die Reste, 
welche d bei der Division in "- und in P übrig läfst, nennen wir g und r; 


d 
also wird d in SP — P aufgehen, wenn 12 


nun d und g relative Primzablen sind, indem der Rest qg immer kleiner 
45 * 





eine ganze Zahl ist. Da 
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sein mufs als die Primzahl d, so läfst sich ö jedenfalls so bestimmen, dafs 


— 5 r, ” “ .. . . 
1 — eine ganze Zahl wird. Die Form für ö ist, wie aus der un- 


bestimmten Analytik bekannt, d = ds +ir, wo ? der Zähler des vor- 
letzten Partialwerths von -. welcher in einen Kettenbruch verwan- 
delt wird (also ©<<d), s aber noch unbestimmt ist. Da nun d<d 
und >0 werden soll, so erhält man s<FZ 1-1 und >r7. Dar 
als Rest zum Divisor d, und /, wie wir ebenfalls sahen, kleiner als die Prim- 


. ) “ ” . t B « 
zahl d ist, so sind # und ? zu d relative Primzahlen: also ist T nie eine 


ganze Zahl. Deshalb muls es immer eine ganze Zahl geben, welche 
>+ r und <+ n +1 ist; aber auch nur eine einzige, da der Unterschied 


von £ ri und +7 +1 blofs 1 ist. Man erhält also für s jedesmal einen 


einzigen bestimmten Werth, für welchen dann aus ö=ds+ir auch ein 
einziger bestimmter Werth von ö sich ergiebt. Eben so folgt, dafs da für 
jeden andern Zähler in unserer Formel immer ein einziger bestimmter 
Werth enthalten ist, der die nothwendige Bedingung erfüllt, dafs der 
Ausdruck 
DLerLEPLT HL. HER +n—Pp 


a 


sich durch die sämmtlichen Nenner, und, da sie Primzahlen sind ‚ auch 
durch ihr Product p ohne Rest dividiren lälst. Haben nun auf die be- 
schriebene Weise alle Zähler ihren bestimmten Werth erhalten, und wir 
nennen den Quotienten, der durch die Division von 


eeLerrE FL... —+ER_p 


durch p entsteht, Q, so wird unsere Gleichung nach der Division mit p, 
n+09=0, 

woraus a= — () folgt. Demnach erhält 2 für jedes positive Q, nämlich, 

wenn die mit p multiplieirte Summe aller Brüche die Primzahl P an Größe 


übertrifft, was meistens der Fall ist, einen negativen Werth. Da nun, wie 
aus dem Gesagten hervorgeht, die Gleichung: 


P=p(2+£4+245 +... +&+n), 
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wo P irgend eine Primzahl zwischen A und A? bedeutet, sich immer in 
ganzen Zahlen lösen lälst, so müssen in der Formel 
erster rt) 

alle Primzahlen zwischen A und A?, und auch A selbst, wenn es eine 
Primzahl ist, enthalten sein. Da ferner, wie wir sahen, für ein bestimm- 
tes P, jede der Grölsen «a, ß, Y; Ö, .... %, 2 nur einen einzigen bestimm- 
ten Werth erhalten kann, so ist jede Primzahl zwischen A und A’, unter 
den angegebenen Beschränkungen, nur ein einzigesmal in der Formel ent- 
balten. Dals keine kleinere Primzahl als A, die Einheit ausgenommen, 
darin enthalten sein kann, folgt daraus, dals, wie wir sahen, die Formel 
durch keinen der Nenner, also durch keine Primzahl unter A theilbar ist. 


Es ist nun noch zu zeigen, wie man aus der Formel die Primzahlen 
der Reihe nach erkennen kann. Man bestimmt zu diesem Zwecke für 
eine Primzahl, von der man ausgehen will, z. B. für die kleinste aufser 
der Einheit in der Formel enthaltene, die Werthe der Zähler «, ß, etc. 
und von 2 auf die beschriebene Weise. Da nun zwischen dieser Primzahl 
und der nächstfolgenden der Unterschied 2 oder ein Vielfaches von 2 ist, 
so untersucht man, wie der Werth jedes Zühlers und von n abgeändert 
werden muls, damit die Formel eine um 2 höhere Zahl giebt. Man setzt 


daher, wenn « der Bruch fur die erste Primzahl nach der Einheit, also 


für 2 bezeichnet, dessen Zähler nach den angegebenen Beschränkungen 
nur 1 sein kann, mit Weglassung dieses Bruches 4: 


/ ’ ö ‘ } 
PErö+rt... +l4n)= 2, 
oder 
4 / L ./ 1 ö’ E24 ; 
BER +ELP LER, HIER Lip =. 
Hier ist, wie man leicht sieht, jedes Glied eine ganze Zahl, und die Gröfsen 
P/, y5 0, .... a, n’ lassen sich, wie oben, so bestimmen, dafs der Glei- 


chung Genüge geschieht. Hat man nun für die Primzahl P, von der man 
ausgehen will: 


X Öö n 
P2+5+2+2 +... +4n)=P 
und man addırt 


rer te tät)-2, 
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sein muls als die Primzahl d, so läfst sich ö jedenfalls so bestimmen, dafs 
27 eine ganze Zahl wird. Die Form für ö ist, wie aus der un- 


C 


bestimmten Analytik bekannt, d = ds+ir, wo ? der Zähler des vor- 
letzten Partialwerths von . welcher in einen Kettenbruch verwan- 
delt wird (also ©<d), s aber noch unbestimmt ist. Da nun do<(d 


und >0O werden soll, so erhält man s<F— 1 und >r7. Dar 


als Rest zum Divisor d, und #, wie wir ebenfalls sahen, kleiner als die Prim- 


“ - 7 vr “ t } « 
zahl d ist, so sind r und ? zu d relative Primzahlen: also ist 7 nie eine 


sanze Zahl. Deshalb muls es immer eine ganze Zahl geben, welche 
Ir 
> « dye und << + 


u ist; aber auch nur eine einzige, da der Unterschied 
7 14 


von Z n und F = +1 blofs 1 ist. Man erhält also für s jedesmal einen 


i 


einzigen bestimmten Werth, für welchen dann aus ö=ds+fr auch ein 
einziger bestimmter Werth von ö sich ergiebt. Eben so folgt, dafs da für 
jeden andern Zähler in unserer Formel immer ein einziger bestimmter 
Werth enthalten ist, der die nothwendige Bedingung erfüllt, dafs der 
Ausdruck i 
? + ER LIP LER +. + n—P 

sich durch die sämmtlichen Nenner, und, da sie Primzahlen sind ‚ auch 
durch ihr Product p ohne Rest dividiren lälst. Haben nun auf die be- 


schriebene Weise alle Zähler ihren bestimmten Werth erhalten, und wir 
nennen den Quotienten, der durch die Division von 


0 d 
er Er 4FPLRr...+EP—Pp 


durch p entsteht, Q, so wird unsere Gleichung nach der Division mit p, 
n+0=0, 

woraus a= — ( folgt. Demnach erhält 2 für jedes positive Q, nämlich, 

wenn die mit p multiplieirte Summe aller Brüche die Primzahl P an Grölse 


übertrifft, was meistens der Fall ist, einen negativen Werth. Da nun, wie 
aus dem Gesagten hervorgeht, die Gleichung: 


P=p(+£+245 +. +£+n), 
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wo P irgend eine Primzahl zwischen A und A? bedeutet, sich immer in 
ganzen Zahlen lösen lälst, so müssen in der Formel 
Mars ctZr rt) 

alle Primzahlen zwischen A und A’, und auch A selbst, wenn es eine 
Primzahl ist, enthalten sein. Da ferner, wie wir sahen, für ein bestimm- 
tes P, jede der Gröfsen «a, ß, Y ©, .... , N nur einen einzigen bestimm- 
ten Werth erhalten kann, so ist jede Primzahl zwischen A und 4’, unter 
den angegebenen Beschränkungen, nur ein einzigesmal in der Formel ent- 
balten. Dals keine kleinere Primzahl als A, die Einheit ausgenommen, 
darin enthalten sein kann, folgt daraus, dals, wie wir sahen, die Formel 
durch keinen der Nenner, also durch keine Primzahl unter A theilbar ist. 


Es ist nun noch zu zeigen, wie man aus der Formel die Primzahlen 
der Reihe nach erkennen kann. Man bestimmt zu diesem Zwecke für 
eine Primzahl ;„ von der man ausgehen will, z. B. für die kleinste aufser 
der Einheit in der Formel enthaltene, die Werthe der Zühler o, ß, etc. 
und von 2 auf die beschriebene Weise. Da nun zwischen dieser Primzahl 
und der nächstfolgenden der Unterschied 2 oder ein Vielfaches von 2 ist, 
so untersucht man, wie der Werth jedes Zühlers und von n abgeändert 
werden muls, damit die Formel eine um 2 höhere Zahl giebt. Mau setzt 


daher, wenn « der Bruch für die erste Primzahl nach der Einheit, also 


für 2 bezeichnet, dessen Zähler nach den angegebenen Beschränkungen 
nur 1 sein kann, mit Weglassung dieses Bruches #: 


Firı* a ", DOWN 
rettet) 2, 
oder 
18 L uf ı Zu’ P 
SFR +ErP LER, HIER Lynpet. 
Hier ist, wie man leicht sieht, jedes Glied eine ganze Zahl, und die Gröfsen 
RP, Yy, %, 2... u‘, n’ lassen sich, wie oben, so bestimmen, dafs der Glei- 


chung Genüge geschieht. Hat man nun für die Primzahl P, von der man 
ausgehen will: 


” 1) n 
P£2+5+2+2+4..4+4n)=P 
und man addırt 


Pe+24+l 4... +4) 2, 
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so giebt dies: 
Cr R-+3' 1, 0d+ö i 
Per Firrtr 4 Zr... +et&tn4n) = P+2 

Ist nach dieser Addition irgend ein Zähler von der Beschaffenheit, dals 
der Nenner darin aufgeht, so ist P-++2 keine Primzahl. Denn wenn z.B. 
d in ö-+0’ aufgeht, so geht es auch in P-++?2 auf, da es in allen andern 
Gliedern, nachdem sie mit p multiplieirt sind, aufgeht. Eben so leicht 
folgt aus dem früher Bewiesenen, dafs, wenn kein Nenner in den Zäh- 


ler aufgeht, P-+2 eine Primzahl sein muß. Will man nun zu P+4 
fortschreiten, so muls man zu dem erhaltenen Ausdruck für P-+2 wieder 
J' d d’ / 
»(-+%2+5 Fe. +&4m) =n 

addiren, und wie vorher die Prüfung anstellen. Man thut jedoch woh!, 
um so kleine Zahlen als möglich zu behalten, wenn man vorher in dem 
Ausdruck für P-+2 alle Zühler, die größer als der Nenner geworden 
sind, um so viel Einheiten als der Nenner beträgt, vermindert und dafür 
zu nn‘ so viele Einheiten addirt, als die Auzahl der so verminderten Züb- 
ler beträgt. Vermindert man z.B. den zu d gehörigen Zähler um d, so 
vermindert man den Bruch um 1, und es mufs daher der Werth der For- 
mel unverändert bleiben, wenn man innerhalb der Parenthesen, am besten 
zu an‘ eine Einheit addirt, oder, wenn bei mehreren Zählern die Sub- 
traction vorgenommen wird, so viele Einheiten, als die Anzahl dieser Zühler 
beträgt. Ist man dann zu P-+-4 fortgeschritten und hat auf die gesagte 
Weise die Prüfung angestellt, auch die Zähler wieder, wie eben beschrie- 
ben wurde, reducirt, so kaun man zu P+6 fortschreiten u. s. w. Auf 
diese Weise lassen sich der Reihe nach alle Primzahlen, als solche, aus 
der Formel erkennen und zugleich von den Zahlen, die es nicht sind, die 
Primfactoren finden. 

Wollte man aulser der Reihe eine ungerade Zahl, de =P+?v 
wäre, prüfen, so wäre nach Obigem: 


$ | 
pe+l+t+tr.... + +n) — P 
und 
(e LATE vw‘ + ) —— Q2y 
? a 27 aan a ie vp — v; 
also 


„(a + ter rer „Srl,..+eDE a4) =P+2r 
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Gingen hier in einen oder mehreren der neu erhaltenen Zähler die zu- 
gehörigen Nenner auf, so wäre P+-2v durch jene Nenner theilbar: wo 
nicht, so wäre P-++-2v eine Primzahl. 


II. 


Die Kettenbrüche gewähren eine bequeme Methode, die Theiler 
einer gegebenen Zahl A zu berechnen. Man muls zu diesem Zwecke 
yA in einen Kettenbruch verwandeln. Man erhält dafür (nach der Be- 
zeichnung in Klügels mathb. Wörterbuch, unbestimmte Analytik, 36): 














0=0; P=1; a <v4; 
0 =a; pP = I; et, 
0'= a' P'—0'; P' — Een, Pu EHFM, 








A— 012 0/4 
g" Sn a’ P'— 0" ; p'" = e s a 2 ; 


uU 5: WW 
wo das Zeichen <, zwischen zwei Gröfsen gesetzt, bedeutet, dafs die 
erste die grölste in der zweiten enthaltene ganze Zahl ist. Die verschie- 
denen « sind die Nenner des Kettenbruchs, so dafs 


vA=a+- 7 


a’ — 7 
SE 
wir: 
ist. Hier findet nun bekanntlich das Gesetz Statt, dafs sowohl die « als 
auch die P und Q jeder Periode symmetrisch gleich sind, namentlich das 
nullte P (nämlich 1) dem letzten, das erste dem vorletzten, das zweite dem 
drittletzten u. s. w.; das erste 0 dem letzten, das zweite dem vorletzten, 
das dritte dem drittletzten u. 8. w. Ist nun die Gliederzahl einer Periode 
gerade, =?2n, was bei weitem in den meisten Fällen Statt findet, so ist 
das n“ Q dem (2-H1)'” gleich, das (n—1)" P dem (n-H1)'”; das n P 
aber hat kein ihm entsprechendes gleiches in derselben Periode; und es 
findet dann der merkwürdige Satz Statt, dafs das n' P, oder dessen Hälfte, 
jedesmal ein Factor von A sein mu/s. 








Wir setzen nemlich nach Obigem, indem wir beim (n-—1)"" Gliede 
fortfahren : 
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IBER I» $ P_.=); N ne 

! A—Q VA / 

0, = =ı?—- 92 PR ==; a =ei< — 

4 A—{Q? A 4“ 

RR 2» En P— 25; P,=V = Du ! auma'<Y 40 \ 
U: 8 We 


Da hier, wie oben bemerkt, Q,= Q,,, ist, so haben wir: = a V—NH‘ 
und hieraus OS’ —=4aP’—=NQ Dies in den Werth von P,,, eingetragen, 


. A4— 40'292 
sieht: P,,= S1y I 





Da nun P,_, = P,+ı ist, so haben wir 


A —ıga' 2 
pP = DY De 





woraus folgt: 


u PP’ La”: 12 
4A=4PAP rap). 


Demnach ist P’ selbst, wenn es ungerade ist (wo denn a‘ gerade sein 
muls), oder, wenn es gerade ist, 4'P‘, immer ein Factor von A. 


oder 


Ist nun V’, als ungerade Zahl, ein Factor von A, so hat man als an- 
dern Factor P+4aP‘, welcher letztere, da 4a eine ganze Zahl sein mufs, 
offenbar größser als P’ ist; ist aber P’ gerade, und 4%’ ein Factor von A, 
so ist der andere Factor 2P +4a”P’ auch wieder oflenbar grölser als 4 P: 
also ist der so gefundene Factor P’ oder 4P’ jedesmal kleiner als der 
andere. Ist demnach A eine Primzahl, so muls nothwendig entweder 'P' 
oder 3’ =1 sein. VW’ kann aber nicht =1 sein. Denn dann hätten wir 

—=a<yA4-+9D; d.h. a’ wäre die größte in YA-+O enthaltene 
ganze Zahl. Die grölste in YA enthaltene ganze Zahl haben wir a ge- 
nannt; also wäre „= a=a+gD. Ferner wäre (,, = =a—D, 
und wenn der Werth für a’ gesetzt wird, Qu =D" =a Auch 
wäre P,,=YP'=4—N”, und wenn D”’ =a gesetzt wird, P,.= 








HA 
Y'— A—a. Endlich a,,, = a"’< rn ‚ oder a,,< Ku Ort 
n-p1 
Für das erste Q hatten wir Q’=a und nun für das (+1): Q,,= u, 
also Q,,,= 0. Für das erste P hatten wir P= er ie A ‚oder, da P 


—=iund (!=«aist, P=A—a; und nun auch P,., = A—a; also 
re j und Glen, 








P,.,=#P‘. Für das erste a hatten wir a< - 


Pati 
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folglich, da Q,. = 0’ und P,ı= P' ist, auch a,,, = a’. Also. wäre 
jetzt wieder Alles wie zu Anfang der Periode. Für P’= 1 muls also die 
Periode beendigt sein, weil unmittelbar darauf eine neue anfınge. Nach 
unserer Voraussetzung hat aber die Periode 2n Glieder, und V’ ist das n" P 
und nicht das letzte; weshalb P’ nicht =1 sein kann. Also bleibt hier 
für Primzahlen nur der andere Fall 4P’=1 oder P’=2? übrig, Für 
alle Primzahlen also, deren Quadratwurzeln Perioden von gerader Glieder- 
zahl = In haben, ist das n® P=2. Dies würde ein Merkmal zur Erken- 
nung der Primzahlen abgeben, wenn nicht dasselbe auch bei andern Zah- 
len Statt fände. Für solche Zahlen lassen sich also nicht die Factoren 
unmittelbar auf die angegebene Weise finden, Die Form, welche sie mit 





2 
jenen Primzahlen gemein haben, ist =, denn wenn — der (n— 1)" 


Partialwerth für YA, das n'" P aber, wie hier, =? ist, so gilt bekannt- 


lich die Gleichung W— Av”’=72. Hieraus folgt A=t ‚„ wo das 


obere oder untere Zeichen vor 2 gültig ist, je nachdem n ungerade oder 
gerade ist. Man erhält jedoch auch für solche Zahlen die Factoren, wenn 
man sie vorher mit einer Primzahl multiplieirt und dann auf die ange- 
gebene Weise behandelt. Ist die zu zerlegende Zahl selbst eine Primzahl, 
so wird man dann blofs den hinzu gebrachten Factor wieder finden. Denk- 
bar ist freilich der Fall, dafs Letzteres auch bei anderen Zahlen einträte; 
doch habe ich hierüber theoretisch noch nichts ausmitteln können; bei vielen 
berechneten Beispielen, wo ich eine ungerade zu prüfende Zahl gewöhnlich 
mit 3 multiplicirte, ist mir der Fall nicht ein einziges Mal vorgekommen. 

Für die Zahlen, deren Quadratwurzeln Perioden von ungerader 
Gliederzahl = 2n-+1 haben, also für alle, welche, für A gesetzt, die Glei- 
chung @ — Ay’=—-1 in rationalen ganzen Zahlen auflösbar machen, ist 
das n® P dem (n-+-1)'” gleich. Wir hatten in obigem Schema P‘' — 


4-&® und da nach dem eben Gesagten jetzt P’=P’ ist, so giebt 


Dy 
dies P’ = rn und A=%'” +9”. Diese Art von Zahlen ist also 








jedesmal die Summe zweier Quadrate*). Wenn eine Zahl die Summe 





*) Es gilt von diesen Zahlen noch mehr, was hier nur beiläufig erwähnt werden kann, 
oämlich dafs sie ein ganz abgeschlossenes System bilden, worin keine einzige Zahl einen Prim- 
factor bat, der nicht auch eine Zahl dieses Systems wäre, Die Zahlen dieses Systems unter 1000 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XX. Hft. 4. 46 
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zweier Quadrate ist, .B. r=s®’+?, so sind s und ? entweder relative 
Primzahlen oder nicht. Für den ersteren Fall hat r blofs Factoren, 
welche wieder die Summe zweier Quadrate sind (Klügels math. Wörterb,, 
Zahl, VI. 1); für den letztern sei s=ps’ und {=pt'‘, wo p der grölste 
gemeinschaftliche Factor von s und ? ist, also s’ und 7’ relative Primzahlen 
sind. Dann ist r=p?’(s” +1”), und s” +1‘ hat nur Factoren, die wieder 
die Summe zweier Quadrate sind. Also kann r aulser solchen Factoren 
nur noch einen quadratischen Factor haben. Multiplicirt man daher eine 
Zahl, welche die Summe zweier Quadrate ist, mit einer andern, die dies 
nicht ist, und auch kein Quadrat ist, so kann, wie nun leicht erhellet, nicht 
wieder die Summe zweier Quadrate oder ein Quadrat herauskommen. 
Hieraus folgt, dal, wenn man A= PD” mit einer Zahl, die kein 
Quadrat und auch nicht die Summe zweier Quadrate ist, z.B. mit 3 mul- 
tiplicirt, eine Zahl herauskommen muls, deren Quadratwurzel Perioden von 
gerader Gliederzahl hat, weil, wenn die Gliederzahl wieder ungerade wäre, 
die erhaltene Zahl wieder die Summe zweier Quadrate sein mülste. Hier- 
nach kann man die oben beschriebene Art der Zerlegung in Factoren auch 
auf die Zahlen anwenden, welche in den Perioden ihrer Quadratwurzeln 
eine ungerade Gliederzahl haben, indem man ein Product einer solchen 
Zahl von entgegengesetzter Beschaffenheit, z. B. des aus der Multiplication 
mit 3 entstandenen, auf jene Weise behandelt. Hier wird man für Prim- 
zahlen auch nur den hinzu gebrachten Factor wiederfinden. Doch ist 
auch hier der Fall denkbar, dafs dies auch bei anderen Zahlen geschehen 
könnte; worüber ich aber ebenfalls theoretisch noch nichts habe auffinden 
können. In den berechneten Beispielen bin ich auch hier auf einen sol- 
chen Fall niemals gestofsen. 


Zum Schlusse möge hier noch einer oft anwendbaren Art er- 
wähnt werden , wie die Factorenzerlegung nicht selten auch bei ero- 
(sen Zahlen leicht ausführbar ist. Wenn man nämlich bei der Ent- 
wickelung der Quadratwurzel einer Zahl in einen Kettenbruch auf ein 
m P trifft (wo m eine gerade Zahl bedeutet), welches ein Quadrat ist, 
z.B. =4g, und man bezeichnet den (m —1)'“* Partialwerth von YA mit 





sind verzeichnet in Egens Handbuch der allg. Arithm. Theill. 6.297. Doch sind hier sonder- 
harer Weise alle hierhergehörigen mit eingliedriger Periode, denen ausschliefslich die Form 
y* +1 zugehört, weggelassen, 


© 
% 
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—, 80 gilt bekanntlich die Gleichung W— Av’= g’; woraus A= uinräh 


v: 





oder Au LENZ) folgt. Hier muls u-+g und auch u—y einen 


Factor mit A gemein haben, den man nach der bekannten Methode der 
Auffindung des grölsten gemeinsamen Factors leicht berechnen kann. Da 
es hier, wenn u-+g und u—g grölser als A sind, nicht auf den absolu- 
ten Werth dieser Grölsen, sondern nur auf den Rest ankommt, der 
bei der Division mit A in u--g oder u—g bleibt, so braucht man auch 
statt u nur den Rest zu berechnen, den % bei der Division mit A übrig 
läfst. Für die verschiedenen Partialwerthe entsteht jeder neue Zähler, 
indem man den vorletzten gefundenen zu einem Producte des letzten ad- 
dirt. Der bei der Division mit A bleibende Rest wird daher bei jedem 
neuen Zähler nicht verändert, wenn in den beiden vorhergehenden Zäh- 
lern ein Vielfaches von A weggelassen und statt der Zähler nur die vom 
Divisor A übrig gelassenen Reste genommen werden. Es kommt also 
durchgängig nur auf diesen Rest an, und man kann daher denselben auch 
für v finden, wenn man ihn für alle vorhergehenden Zähler statt der Zähler 
selbst berechnet. Hierdurch werden die grolsen, den Werth von A weit 
übersteigenden Zahlen, die man sonst leicht bekommt, vermieden, Wollte 
man bis zu Ende der Periode fortrechnen, so würde man zwar immer 
auf ein P, welches ein Quadrat ist, nämlich das letzte P=1 stolsen: doch 
läfst sich nachweisen, dals bei gerader Gliederzahl der Periode in allen 
Fällen, wo die obige kürzere Art der Factorenzerlegung nur die Factoren 
1 und A giebt, es auch bei dieser weitläuftigeren der Fall ist. Ist dage- 
gen die Gliederzahl ungerade, und man rechnete bis zu P=1 am Ende 
der zweiten Periode fort, (dies wäre nöthig, da der Index für P am 
Ende der ersten Periode eine ungerade, hier aber eine gerade Zahl ist ) 
so läfst sich zeigen, dafs man hier immer nur die Factoren 1 und A 
finde. Beides nachzuweisen würde jedoch die Gränzen dieser Abhandluug 
überschreiten. 
Meinivgen, im December 1839, 
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To prove that 


Ueber die Biegung gewisser Flächen. . . . "2... 
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über die Flächen von unv eränderichem Krümmungsmaafse. 
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der ersten zwanzig Bände des Journals für die reine und angewandte 
Mathematik, herausgegeben zu Berlin in den Jahren 1826 bis 1840 von 
A. L. Crelle; nach den Gegenständen. 


Wenn man diejenigen Zahlen dieses Verzeichnisses II., die grölser als 323 sind und welche sich auf die 
Bände 11 his 20 des Journals beziehen, in dem hier vorhergehenden Yerzeichnils I., und diejenigen 
Zablen, welche bis zu 323 reichen und die sich auf die ersten zehn Bände des Journals beziehen, 
in dem am Ende des zehnten Bandes befindlichen, auf diese 10 Bände des Journals sich beziehenden 
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